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INTRODUZIONE 




Ch'amalo con Real Dispaccio nel iSi6 alla 
Callfdra di Malematica Sublime di questa Regìa 
Umversilà, io m! feci immantinente a pubblicare 
uno 8cri(lo sotto il titolo di Introduzione allo 
9iudÌ9 della Matematiea StAKme^ in cui della ^ 
filosofìa ho trattato della scienza ohe dovea inse* ^ 
gnarvi . Questo scritto vergato pcrcosiddire 
eslemporaneamenle è diviso in quattro articoli . 
Nel primo dell' origine filosoBca ho parlato 
delle. jnat^iD^tighe in genere . Nel secondo il 
soggetto peculiare lio discusso di quella parte dì 
esse cbe jii dice sublime. Dell'essere essenziale di 
questa parte sublime nel terzo ho disioorso . Net 
quarto infine del sistema di lezioni ho fratlato 
alla sua istruzione vocale competente , Queste 



renderne al fatto il concepito sistema di lezioni • 
Ne ho prodotto al pubblico nel 1820 il primo 
Tolome: immediatamente dopo nel 1821 il se- 
condo : e dopo 1* interruzione di piii anni da 

varie contigenze causala il terzo e il quarto 
nel i83o e i832. Le replicate inchieste onde 
porgere qualche articolo a questo Giornale 
Gioeaìoi vennero a provocarmi i* idea di darvi 
i passi della, scienza seguendo , un riassunto 
ragioqalo di guestq lezioni che poteva loro ser- 
vire di isoncbiusione finale ; conchiuslone utile 
sempre alle raedGsime, mellendone con ordine 
e ragione sottocchio il contenuto . Io l'ho fatto 
dunque iu maniera da presentare un discorso 

geqierAle ilim gosi sulla scienza dei calcolo sa« 



basi slabilite, son venuto 
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blime , segnare indirettamcnfo Io stalo essen- 
^iale de* suoi^ progressi in qiiosl' ultimo venlen- 
• nio, far sentire le teoriche trascendenU che ti 
sono trattate : 1* ho fatto dico senza punto pro- 
nunziare sol loro merito scientiGoo assolato e 
relativo; ma solo richiamandone presenti le 
materie , rimarcandone il più a minuto che 
ad un lavoro di questa fatta conviene il corso 
delle dottrine, ed il drillo interamente lascian- 
done al saggio leggitore di giudicarne . Intanto 
nella predella liUivduziane sulle Iraccie cam- 
minando della nada ragione e suir antorità dei 
iatto appoggiandomi, ho io cònchiuso Tessere 
di un corso completo di studio sulla scienza 
non ridursi che a quattordici lezioni, delle 
quali le prime selle ho veduto in corrispondente 
e individuale contrapposto colle altre sette . 
Quindi a formarne son venuto delle prime sette 
it soggetto del primo tomo ; e delle altre sette 
^ello del seconao, il quale'lio in seguito diviso 
m due, versante l'uno sulle prime fjuatlro, 
e r altro sulle ultime tre: quest'ultimo ho 

auindi ancora diviso in due parli formandone due 
istinti volumi, de' quali il primo ha per oggetto 
le prime due di coleste tre lezioni e il secondo la 
terza ed ultima • Ood* è che T opera progettata 
di due tomi , venne a risultare nel fatto di- 
visa in tre tomi , e in ultima suddivisione in 
quattro volumi • Io dunque il cammino di 
questa distribuzione seguendo, verrò a divider* 
ne il discorso proposto in quattro articoli : sarà 
lì primo un rendiconto del primo volume sul * 
calcolo diretto : verserà il secondo sulla meto- 
dologia inversa, soggetto del secondo volume : 
terrà ragione il terzo dei due primi usi alge- 
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Krici ed arffmeUcf di essa, ompresi ntl téMÈ 
foliiine: e finalmeole il quarto che la lena ed 

ultima leziooo del calcolo inverso sugi* osi geo* 

mclrict ha per argomcnlo avrà per oggella 
il quarto ed uliimo voluiue* 

paino VOLUMS 

Tdriabilità h i\ carattere esMfiiiala di 

queir attributo generale dei corpi che dicesi 
' quanlilà; e la misura della quantità il soggetto 
g<>nerico forma delle matematiche. La matematica 
cosiddetta elementare non eseguisce questa mi« 
sura che nell* astrazione di cotesto carattere : 
r introduzione airanalisi non ne tiene coato dia 
m pasieriori.* - nel naentre che la matemaliea so- 
blinie ne discorre a priori, e non -ne usa che 
poggiando sul fatto esplicito di esso. Fissate que^ 
ste idee nella predella mia Introduzione Tenni 
io tanto a priori uso facendo della semplice 
e nuda ragione, quanto a poiimvni wX fatto 
ragionando de* geometri » a raccoglierne pel 
soggetto assoluto e peculiare delle mie lesioni 
la definizione colle frasi signiSeata di muMd 
delle funzioni a quantità variabili a varia-* 
bililà esplicita . E' con questa definizione che 
incomincia il primo volume : ed è come in 
una specie d'introduzione dell* intero corso che 
ivi se ne condaee l'analisi ragionata , e che 
vi si dà oo' idea esatta e filosofica d^ scien- 
sa. Quindi aTaozandomi a fissarne te noziooi 
fondamentali sotto il titolo di Nozioni pretta 
minari sulle quantità variabili e le funzioni 

che la materia prima percosiddire oe lorjnano^ 
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WBip alla metodologia diretta e sue appliea- 
feiooi agli usi oorrinKNidenti di esHi, argo«. 
aiento oel Drimo Teiame io panila. 

Date delle qiiaolilà lro?anie delle altre. 

non date ed incogoite : questo è il problema 
generale che si propone di risolvere la male- 
matica. Posto ciò si viene nella prima lezione 
ad assumere il caso più semplice ai questo prò* 
blema, quello dico che non esibisce per hi sua 
soluzione che un* eouaiione binovariabile a va* 
riabiii separatcì cicÀ una funzione esplicita a 
due variabili ; funzione che presa indetermioa- 
tamente vi si determina sul fatto poggiando 
delia variabilità , come era di condizione nel 
presente ramo di analisi • Questo fatto non si 
annunzia primitivamente che per addizione • 
Qniudi supposto un aumento iinleterininato nel*, 
la fad&bile onde la funzione dipende , se ne 
irtene dietro a Lagrange rapportando la rap- 
presentanza analitica sotto espressione indefini- 
ta: rappresentanza di cui non vi si rende quivi 
ragione , ma sol se ne promette alla fine del- 
l' opera la dimostrazione ^ conie s' è effetti va- 
BIfole praticato in un'Appendice: rappresene 
'faoza.però di cui non si è mancato dì stabi- 
Uroe m Tessere analitico ; riniafcaroe i casi 
eccettuati a' quali va soggetta; notarne il caso 
in particolare, che forma il cosiddetto teorema 
di Maclaurin; F espressione tradurne con una 
metafisica sì pronta che semplice nelle frasi 
del calcolo diifefeoziale; ed averne quella, in* 
fioe che sotto il nome si divìsa di teorema di 
Taylor I principio e foodimenlo di questo cal*^ 
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Stabilii! COSI aI rigore analitico i priocl* 
pj foodamcotali della scienza y son venuto ad 
applicarli alla . difTereowione delle fomioiii 
di una variabile, che V argomento erano dello 
altuale mio dire . Ho dunque a questo propo- 
sto riflolluto die una funzione analitica co- 
munque composta non può essere che il risai* 
lato di altre funzioni prese e trattale come seoi" 

Jlici ed elementari, e fra loro yariamenfe com- 
inale mediante gli algoritmi primitiTi della 



regole della difTerenziazione di cotesti algoritmi 
per le funzioni semplici ed elementari, è chiaro 
che si avranno neli alto sfesso tulli gli elementi 
onde comporoe quella di qualunque funzione 
'composta che un qualche problema potrebbe 
per la ma aoluzione esibirà • ^ Onde aopra di 
questa riflessione poggiando, riflessione di cui 
son tornato a giovarmi dopo venli e più anni 
nella mia discussione del teorema di D'Alem* 
beri sulle quantità infmaginarie, io son venuto 
a divìdere io di|e partì Targomeoto. Nella pri* 



bilitif ho dato la difierenuaBÌone de' tre filgch 
ritmi fondamentali addicene moltiplicaiioM 

graduazione delle funzioni prese come sensplicii 
ed in quest'ultima in particolare con dei me* 
todi semplici e proprj quella delle funzioni 
potenze, esponenziali, logaritmiche e circolari^ 
che formano percosiddice dell' aUocniione al- 
gebrica ralfabeto; e nella seconda mi sonr fatto 
ad esemplificare con delle fonsooidl speciale 
composizione le regole nella prima parte con* 
chiuse, e con quesla esempliUcazipOd Ì8l Sfi^oV\ 

a coQchiudere delle leàaoii 




Knmnole 



ma uso facendo 
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Discussa la dìflerenziazione fondamenlaTe 
delle f unzioni unovarìabili dielro a prind|ij 
esalli e rigorosi dì Lagrange , Drincipj chec- 
che ne dicano i promotori degl infinitesimi e 
de^ limili esclusivamente competenti al presente 
caso in cui d' istruzione si tratta, d' insegna- 
nienlo> si viene alla seconda lezione sulle fun- 
zioni multovariabili . Qui facendo rimarcare 
eome questo genere di dlfTerenziazione può da 
quella delia precedente lezione ripetersi , si è 
latto sentire il bisogno' assoluto di segni pro- 
prj e speciali per significare i coefficienti dif* 
ierenziali parziali a cui essn conduce. E pas- 
sando in rivista quelli che usati si erano final- 
lora, uno mio proprio ne ho richiamato, e che 
nel i8i4 avea proposto nel mio Opuwolo std 
nuoto ùlgoriimo del calcolo differenziale; 
gno che alla chiarezza della significazione la 
semplicità unisce della notazione, raccomandalo 
nel volume del i83i degli Annali scientifici 
del regno Lombardo- Veneto; e da me preso 
ad usare nelle lezioni promiscuamente e alla 
convenienza con quello di M. Fontaine, che 
nonostante il più disadatto è ordinariamente 
il più osato. Dopo queste considerazioni vengo 
immedialameiite alla corrispondente difieren-* 
zjazione. Incominciando dal caso più semplice^ 
dalle funzioni binovariabili , mi feci ad asse* 
gnarvi nella so[Mra indicala maniera la rapprei 
aentanza generale della funzione variata com 
petente : e rimarcando che la derivazione de 
eoelficienti Tono dall'altro precedente contiguo 
affs luogo egpalmente in qneslo caso, e cho- 
gue&l4 dfirivazioue 4 quella delle funzioni ad 
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m maggior numero di Tariabil! si értendea jj 
veani col fallo dt una eieniplifieatioae a mo* 
«frare oomè nel caio particolare si oooduce» 
Frattanto qualunque funzione che contiene 

de' dìCTerenziati si dice funtione differenziale* 
Ma non tutte le cosifTatle ruozionl significano 
qualche cosa di reale . Tulle quelle funzioni 
elle non sono il risollato esatto della diSe^ 
rcnziatione y sono riputale come capricciose f 
insignificanti^ arbitrane» Data donque ana fon- 
ctoné difSBrenftaie gio?a noolto il sa|)ere se essa 
sia esalta o no; essendo di somma importanza 
nel calcolo inverso y neìY integrale j il cono* 
scere prima di farsi ali* integrazione di una 

I>ropo6ta funzione saperne la possibilità. L'Eu« 
ero fu il primo a ridurre a delle formole ge* 
nerali le coodisioni di esatta inls^bilità p^r 
tutte le funzioni in genere. Bla egli non vi per- 
Tenne che per una via indiretta j deduoendoler 
dalla considerazione de* massimi e minimi. Con* 
durcet quindi venne a darne una dimostra- 
zione diretta: ma il suo metodo non conducea 
che sulla proposizione inversa epperò ìnsuQi'- 
cienle, mentre la diretta era quella di cu! pria* 
cipalmenle si abbisognava . Lagrange fiEoal- 
mente diede un metodo diretto e generico eh« 
ne rende ragione con tutta la generalità e a 
sufScieoza . Non entra ad interloquire il lesto 
in Questo volume sul metodo generale di que- 
sta oimostraziooe: e solo promettendo di tenerne 
oonlo, come si è realmente fatto, nell' anzidetta 
Appendice^ si concbiude la lezione « rendendo 
' ragione di cotesto condizioni per le fomioaa 
sollanto di primo ordine a due e a tre variai* 

bili| onde non moacare T articolo de^a dollrioa 



per quelle applicazioni alle quali doreasi nei 
eono delle lezioni venire. 

Passandosi alla terza lezione che la diffB- 
venziasiooe^ delle fonzioni implicito ha per og- 
getto, 81 viene alla consideraiione del caso pid 
semplice di esse » delle equazioni dico a due 
variabili ; considerazione aa cui quella delle 
equazioni ad un maggior numero di variabili 
i;ome una specie di corollario se ne deriva. Si 
richiama questo caso sopra di quello delle fun« 
siooi esplicite a due variabili nella seconda le> 
sione discusso : e facendo rimarcare la .di£b« 
renza che essenzialmente passa tra Tessere ieh 
V uno e deir altro caso, vi si defiiìiscono a vi- 
sta direi le equazioni derivate o differenziali ; 
fiì riducono queste equazioni all' espressione ana- 
litica lor propria e peculiare; e cosi ridotte si 
viene per illustrazione applicandole a) caso spe* 
ttiaìe oeir equazione al^ circolo. 

Tutte le combinazioni delle equazioni cosi 
prodotte che per distinzione ho detto esaite , 
danno delle altre equazioni differenziali che go- 
dano egualmente di un essere analitico. Intanto 
fra tutte cosiifatte combinazioni non vengono 
nelTattuale periodo considerale in generale nel- . 
k scienza che quelle solamente che dalla elimi* 
mzioBe ddle costanti arbitrarie derivano: anzi 
un equazione differenziale qualunque essa sia , 
non si prende in generale nel calcolo inverso 
che sotto un siffatto punto di provenienza. Quin- 
di soa venuto a dimostrare la natura e Tessere 
éelle equazioni coù derivate; e ad illustrarle 
applicandole ad un esempio • Un* altra classe 

di equasioni differenaiali risulta dalla ^ifferea* 



xiazione delle equazioni a più di due varlabilf, 
che si dicono parziali, e che si dividono simif- 
ftiento in esatte e non esatte* Queste uliiine qua* 
Inoqae ne sia la Drovenienia, sono riguardate 
io geoerale come il risaltalo della eitunnazioad 
delle coslaoti o delle fonsiooi arbitrarie contenato 
nella equazioue primitiva. Onde si è venuto a 
discutere la natura e Tessere analitico di que* 
st* altro ramo di equazioni derivate. Lagrange 
ha dato la teoria generale dell* uno e i* altro 
ramo di cosiffatte equazioni , teoria famosa e 
che ha portato on punto di vista j^enenAe e 
luminoso solla dottrma dell' integrazione delle 
equazioni. E'dietro a questa teoria che io mi sott 
condotto in presentarne la genesi analitica « e 
le conchiusioni a classificarne. 

Pria di mettere termine a questa terza le- 
sione io son venuto a rendere conto di una cir- 
costanza insigne che può aver luogo nella dif- 
feneoziazione delle equazioni : questa è quella 
della diflerenziazione a Tariazioni ^ che il La- 

{;range fu in origine a concepire, e che TEu- 
ero disse in seguito calcolo delle vartazionu 
Questo calcolo non si era trattato che come un 
. corpo di dottrina distinto ed a se; non si espone 
die sotto un articolo «eparato e particolare. Ma 
esso non forma essenzialmente che un argo- 
mento parziale della teorica della differenziazione 
delle equazioni; e come tale non deve far parte 
che di questa teorica. Così ho io dunque pro- 
ceduto: dopo averne fatto conoscere in questo 
luogo il principio fondamentale d'essere ana- 
litico, son venuto la lezione a conchiudere dt« 
mostrando nn teorema importante e foadaaea- 
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iìV ffie fo riguarda ; e che ló Tariazioni cM 
dinrrenziali trasformando iu diITcrenziali delle 
ìrnri<isioni , stabilisce un punto di riuuioioe tra 
questa e il caso ordinario della predetta difiè- 
in^oitazioiie» 

11 priDcipio della variabilità portato sat 
latto ik-lle applieasioni aaalitichei presentii oon 
solo alla nostra oootemplaziene Tesanie di noa 
funzione differenza isolatamente t ma colla ri^ 
petizione de^suoi alti quello ancora di una se- 
rie di Funzioni siffatte: Funzioni che godono la 
proprietà di derivarsi Tuna dalT altra contigua 
MI- ua siedo lor proprio e costantemente uni-» 
fbrme^ e che hanno delle relazioni fra di loro 
fiHriproche e upeciaK, Cotesto esame come nel 

trÌBio caso genera il calcolo delle fonsioni diF« 
^renziali, cosi nel secondo il calcolo delle fun< 
aioni differenze. Qnrsto calcolo Forma il sog- 
getto delia quarta lezione di cui entriamo a rea* 
4eve conto» Incominciando con esporne i prin- 
cipi analitici f son quindi venato applicandoli 
aUa dimostrazione del teorema fondamentale che 
la lappresenlanza riguarda di una differenza di 
érdine indeterminato; teorema che prodotto 8ot« 
lo unVspressione indefinita^ rapporta poi sotto 
quella definita data per la prima volta da La- 
graqgie ; e che dimostrata m seguito dal La- 
pbce eoa maniere molto severe y ho io asse- 

foalo con un processo assai Facile e pronto • 
eaeodo quindi a stabilire le basi della diffe* 
leoiiazbne che à questo calcolo appartiene , 
tanto riguardo alle funzioni esplicite quanto alle 
implicite, ho chiuso la lezione, e con essa la 
ialcra discussione sulla metodologia io dìscor* 
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80k Son piffisato dappoi alia orima delle tre ul- 
tìme k^roni che ne hanno gli usi per oggctio. 

In qaefla lezione, la quinta dei calcolo diretto 
in cai siamo, st Tiene esponendo ouatlro delle 
principali e più rimarchevoli ricercne che lo ri- 
guardano; lo sviluppo dico dello potente de* polì- 
nomj, la valutazione delle funzioni che in certi 
valori particolari della variabile si presentano 
sotto r aspetto indeterminato di xero diviso per 
zero y la scomposizione delle frazioni razionali 
nelle loro frazioni semplici e parziali , la dot« 
trina de* massimi e minimi. Incominciaoilo dal* 
la prima, e seguendo il raelodo che dietro al 
Fontana ha dato alla sua maniera il Lagrange 
nella sua teoria delle funzioni analitiche io venni 
a rappresentare i coelUcieoti dello sviluppo di 
cui si tratta, secondo una legge analitica sem** 

SUce e maoifeM, ma Jale cbe uno qualunque 
i essi non andava espresso che in funzione di 
tulli i precedenti. Un espressione sifTalla è cliiaro 
che riuscir dovoa incompleta e fastidiosa in u* 
sarne, convenendo che fosse prodoUa in funzione 
soltanto di quelli del proposto polinomio, soia 
lisla -del problema • Ha io non mi sono arre- 
stalo in 4|uesto luogo che a quella solamente ^ 
alla quale i prelodati scrittori erano arrivati; rt* 
servandomi di riloniare sopra di questo argo-- 
mento nel terzo volume, e darne in continua- 
zione la riduzione sotto quesl' ulliina forma. 

Due metodi possono seguirsi per valutare 
le funzioni che si riducono alla frase indeter* 
ttiinata di zrro diviso per aero : 1* uno iotera- 
mente generale fondato sullo sviluppo in ge- 
nere delle fuQzionij l'altro dal leoLcma di/laj:- 



ÌDr (Ifpencfente, e perciò Don del tutto geiTerale, 
perchè soggetlo alle eccezioni che per questo 
iL'oreina hanno luo^o . Per niente omettere di 
^pmalo a questa seconda ricerca compete io ne 
esposto eoo dettagh'o V uno e raltro: ed il* 
lustnindoU rìspettivaiiieDte con oo esempio onde 
hme senlife fa pratica» eoo passato alla lena 
questione. 

l\ metodo onerale per trattarla dovuto a 
Ciovanni Kernulli dipende dalla risoluzione al* 
|;cbrica delf equazioni ^ e perciò non presenta 
m generate clie un^ utilità soltanto apparente , 
come M. Lftodry ha fatto notare in una Me* 
moria letta nel i834 airAccftdemia Reale delle 
' scienze, proponendo altra strada onde poterne 
ulilmenle conseguire Tintenlo. Ho presentato io 
questo mdodo colla maggiore general ila e ra- 

fione: mi sono giovato del processo della dif« 
frenziaiiooe nella ricerca dei numeratori della 
liraiiont parziali in cui si iralta di scompoitia 
hi proposta 9 supponendone prima assegnati t 
denominatori: e il dire ne ho conchiaso colla 
applicazione delle formolc generali così trovate 
alla si^ompusizione di una frazione speciale che 
io percosiddire preparato ai calcolo inverso per 
la competente integrazione. 

La teorica fioaimente de^ massimi e mtni- 
mi, ultimo de' quattro argomenti proposti, può 
aver per oggetto i massimi e minimi ordinarj, 
o delle variazioni : e T uno e T altro può ab- 
fcracriare la p^ule meramente analitica e la geo* 
melrica . Non entro in questo volume che a 
parlarne elementarmente , tornandovi in gene-^ 
nla per la parte analitica nel terzo voiame a 
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Dèi quarto per la parie geometrica. Mi ioM 
quivi rislretto al solo cato delle funzioni ad um 
variabile ìndipeod«ìflile« Vi dispiego l'eMere fi- 
Ioaofioo ed analitico della qoesliooe; e il prNK 

cìpìo fondamenlale ne staluisco: il teorema ge« 
ncrale dal quale son venuto a farla dipend«Hie 
tì dimostro : le condizioni yì determino onde 
il cabo del massimo da quello del minimo si 
dislingue: le dilficollà produco che inconlrar ai 
potrebbero suH* applicazione delle eoodiiiiae re* 
gole generali , e ve le risolvo : applico quarta 
regole per le funzioni esplicite al caso delle itBOf 
plicite : quelle delle funzioni vi Iralto relativa* 
mente alle variazioni : e meticndo tutti i casi 
considerati sottocchio con delle esemplificazioni^ 
ne coochiudo il trattato elementare ma iu so. 
itene completo che proposto mi ama. ^ 

Venendo alla aeeta lezione tu gli osi aril« 
melici non yi disculo che i due argomenti t 
più fecondi di utilità nelle Matematiche prati- 
che, ove solo si procede per approssimazione: 
la valutazione dico e T interpolazione delle serie* 

La GODOsoenza deirerrore commesso nella 
valutazione di ona serie tuttoché somma mente 
cooTei^genie» ba assai d'importanza: e il difetto 
di quésta conoscenza dice Lagrange^ è donde lotti 
i melodi di approssimazione riescono in geo* 
jnetria e in meccanica imperfetti e sovente pe- 
ricolosi • Quindi vengo esponendo il famoso 
teorema lagrangiano onde si tiene conto dello 
errore commesso nel resto trascurato di una 
serie; e cbe dà sotto esprcssloue definita e solo 
dipendente dal calcolo differenziale » tanto la 
locmela .di Taylor quanto quella di Maclaiiffìa^ 
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Applicando qiiesf ultima formola cosi ridoUa 
alla reltificazione aritmelica del cerchio, passai 
al sscoodo argomenlo in cui il calcolo produssi, 
ei una formola d' loterpolasione aiente per og^ 
getto le serie algebriche ed a differenze coa- 
irergenti solamente , non Tacendomi a h allarne 
con ditta la generalità ed all' ingrande che nel 
terzo volume: quindi applicando questa formola 
air interpolazione di un numero indelermioato 
di termini della serie de' quadrati de' numeri oa* 
turali e al calcolo di ua logaritmo che oon si 
trova fra quelli delle tavole ordinarie, son ve« 
Dttto alla settima ed ultima lezione sugli usi 
geometrici. 

In questa lezione la teoria completa ho 
esposto della geometria a due dimensioni nei 
suoi rapporti col calcolo differeosiale, riserbaoi' 
domi di trattarne quella pib . traseeodeole a tre 
dimensioni come una specie d'introdusione nel 
coarto^ volume. Ho io principiato il piano de- 
Imeando della discussione, che sull'analisi si 
basa delle equazioni a due variabili , e che 
sotto i due punti radicali di vista ho condotto, 
versante Tuno sul paragone delle curve, e Tal* 
tro sulle loro individuali proprietà: sotto il primo 
no dato in breve una teoria sì completa che 
ragionata de' contatti, che ho applicalo a' due 
casi speciali del contatto della linea retta e del 
cerchio con una curva, facendo in quello ve- 
dere il vero metodo delle tangenti, che ho esem* 
plificato sul particolare delle curve di secondo 
ordine ; ed m questi il circolo osculatore e la 
vera teoria delle evolute, che ho couchiuso alla 
Cicloide ordinaria applicandolo; quio^U sollo il 
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secondo punto di vista la dottrina ho discussi' 
degli assinloti , che sul caso ho piegato della 
curve coniche e la teorica dei puoti eingolail; 
multipli dico, d* inflessione e di regreno, della' 
massime e minime ordinale ^ che eomranefol* 
mente ho illustrato con un esempio • QMm di 
queste dottrine delle altre relative a questo se*' 
condo punto di vista ho esposto: le maniere lio 
dato onde rettiGcare e quadrare le curve pia* 
ne, misurare le superiicie e le solidità de* so» 
lidi dalla loro rivoluzione intorno al proprio' 
.asse generati. Sappiamo che comparsa mwo*' 
lumi dell'Accademia di Berlino la dimorfa* 
zione a prióri di Lagrange dd teorema di Tay- 
lor, Àrbogast venne tosto applicandola alla geo- 
metria e in una Memoria letta ali* Accademia 
Reale delle scienze ma restala per allora ine- 
dita , diede de* nuovi metodi onde j^rtare ad 
effetto cotesto ricerche • Dietro a cosiffafti me» 
lodi sì eleganti che rigorosi , e che Lagraqgo 
quindi produsse dalla sua banda nella eoa leo» 
ria delle funzioni analitiche, è donde si è ìi]« 
caminalo. Vi ho dato con breve e misuralo di- 
st^orso analìtico le funzioni elementari della ret« 
tiGcazione e della quadratura delie curve a due 
dimensioni; funzioni mercè le quali nel cai* 
iBolo inverso se ne deducono col oorrispoadeole 
metodo d* integrazione la lunghezza e fa saper-^ 
ficie: e di queste trovate funzioni giovandomi 
nella considerazione de* solidi di rivoluzione ^ 
quelle ne ho corrispondentemente dedotto per 
la Quadratura della loro superficie e cubatura 
de' loro volumi. 

Per rendere appieno completa la discu»-*' 
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^ MM di qnesf oltima lezione, recala a lermiae 

-1! analisi geometrica delle equazioni binovaria- 
iìti nei caso defla differenziazione ordinaria , 
nel caso cioè che rappresentano delle relazioni 
costaoti, son Tenuto a considerarle pure neU*al- 
Jro caso della differenziazione delle Tariazioni, 
nellMpotesi dico che delle relaiioai variabili e 
iodetariDiiiale sigoificano • A qaesto profiosiio 
fatta rimarcare la significazione geometrica del 
nuovo caso , Tenni applicandolo alla dottrina 
de* massimi e minimi: e senza venire ad ulte- 



metrico la funzione prodotta per esempiioca- 
siooe meramente analitica nella quinta lezionCi 
ho concbiuao la leiioae e con essa taitta Tinleni 
dÌ8co88Ìone sulla parte del calcolo diretto» che, 

il ^getto forgiava del primo volume^ 



riore discussione^ chiamando a liog 
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SECONDO VOLUAIE 

Sulle prime quattro letioni delta metodologia 
imerea delta matematica eùbtimè per^anii 
o' eulF integrazione delle funzioni drff'erer^ 

ziali ad una ed a più \^ariabiH delle equa- 
; zioni differenzifili e delié funzioni a dif- 
ferenze / 



Ut metodi inversi presentano in generale 
delle difìicollà sempre maggiori dei diretti . 
Questa proposizione che il fatto semprepiu con- 
testa e rende determioata » si applica tutta di 
seguito al easo in cai entriamo. IL calcolo in- 
tegrale e delle retrodiGTerenae grandissime ne 
•oETré e delle trascendeoli direi rekitiiramente 
al difTerenziale e a quello delle di (Tenenze . 
Manca esso ho rimarcato nelf Avvertimento a 
questo secondo tomo, di un metodo unico onde 
trattare in genere le ?arie e diverse specie di 
funzioni ehe ne fanno il soggetto. I suoi me- 
todi varii e diversi ne sono; o la loro varietà 
e indole diversa vi cammina sempre in ra- 
gbne della varia e diversa ualura deUe me* 
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desime. Quindi è che il secondo tonao riusceo* 
do molto grande ed ehiefo in volume -venne a 
suddividersi in due; e si venne a dare Topera 
coli divisa in tre . La natura della questione 

venne poi tutta da se presentando la partizione 
delle materie tra il secondo e il terzo tomo. 
L'integrazione e gli usi di essa erano i due 
oggetti a cui fondamentalmente mirava il cal- 
colo in questione: quindi la teorica delle in- 
legraiioni ha formato T argomento del secondo, 
e se ne sono riservati gli usi per farne quello 
del terzo. 

incomincia questo secondo volume con 
una introduzione ragionata . Vi si Gssa dap- 
prima Tidea die il vocabolo integrazione si- 
gnifica nell'attuale periodo della scienzai idea 
che rappresenta T operazione analitica qualun* 
que siasi conducente la risoluzione delle eqpn^ 
noni proprie di questo rumo , dell* equazioni 
dico diflerenziali: quindi il segno vocale e ci- 
frale vi si richiama dei diversi ordini d'inte- 
grali ; e se ne mostra la natura analitica : la 
differenza che passa tra gì' integrali completo, 
particolare, singolare vi si rimarca : e quella 
fissandovisi tra il definito e T indefinito , si 
viene terminandola col mettervi soltocchi e 
classificarvi gli oggetti che formar doveano la 
materia del volume ; materia che vi si dà ia 
quattro lezioni divisa e in individuale contrappo» 
sto colle prime quattro del primo volume. 

Si viene dopo ciò giusta il piano pnqposlo 
a parlare nella prima lezione dell'integrazione 
delle funsioni esplicite binovariabiii ^ ohe vai 
quanto dire delle funzioni ad una variabile. « 
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A questo proposilo ho riflettoto che una fuo* 

,ziono difTiTcnzialo comunque composta non può 
ossoro die li rìsullato della differenziazione ap- 
plicala ai Ire algorilmi primitivi della scienza, 
il risultato cioè immediato o trasformalo della 
diRerenziazione da me della eleiAeniare nel 
primo volume: donde ho coochiuso che X iole- 

fazione delle funzioni diflerenziali elementari 
il punto di riduzione di ogni integrazione , 
epperò il primo e il fondamentale oggetto da 
considerarsi n. lla teorica delle inicgrazioni • 
Quindi rimarcando che T integrazione elemen- 
tare non è che T operazione inversa della dif- 
ferenziazione elemcntnrei ho veduto noli' inver- 
sione delle regole di questa, le regole di quel- 
la, e son venuto immediatamente a rapportarle 
disposte in una tavola, quale base londamen- 
tale della discussione sul proposito . Stabilite 
queste basi dopo alcune osservazioni relative 
alla costante arbitrarla omessa nelle formolo 
della tavola, si mette in forma analitica la que* 
slione: questione che non si sa in generale ne 
saprassi forse mai risolvere direttamente , c 
che tutto il dire relalivainenle alla sua solu- 
zione non può ridursi che ad un' esp )sizione 
ragionata dei melodi principali e i aieuu par- 
ticolari che la scienza possiede* 

Per procedere con ordine e ragione son 
venato seguendo la classificazione delle fun* 
tioni in algebriche e trascendenti* Le funzioni 
differenziali binomie sono fra le prime le più 
semplici e le più immediate a posare sulla ta- 
vola predelta, e la loro integrazione forma un 

aoggetto su cui si viene ordinariamente a di- 
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scorrere in lulli i trallali di calcolo inlrgrnlo. 
(Quindi io ho incomincialo da essa la discus- 
BiODé de* metodi d'inlegrazione, la qnrìlc pre» 
senta allronde una specie di esempio delle pri« 
me trasrormaziooi onde .una diCTerennale si ri* 
duce air applicazione immediata dell' integra* 
zione elemeofarc. Guardando la cosa con tutta 
la generalità, Vho veduto sotto due aspetti di- 
stinti : d' immediata ed esatta integrazione , e 
di mediala per riduzione a qualche altra fun- 
rione simile di conosciuto integrale* Sotto il 
primo aspetto ho presentalo i quattro casi io 
cui ammette Tesatla inlegrazione, e ne ho dato 
l'analisi; le risprtlive fornic onde sono algo- 
rilmicamenle rnppri sentati ne lio prodotto ; e 
con delle funzioni particolari li ho esinìplifì- 
cato: sotto il secondo la ric< rea in Ire arliculi 
vi divido, che T essere relativo dei due espo^ 
penti della funzione ci offn ; ne discuto ciascuno 
còlla maggior geni ralilà e laconismo; le for- 
mole generali rispdtive vi dimostro e coa- 
chiudo, onde fa proposto riduzione si opera; 
e finisco sempre il caso applicando a degli 
esenìpj concernenti . Quindi per niente omet- 
tere di quanto potrebbe^ dirvisi son venuto £&• 
ccndo mt nzione delle funzioni differenziali po* 
linomie simili alle predette hioomie che ne 
sono un caso particolare, e che nelT ordine 
ragionato d Ile ideo immediataraenle quasi da 
se si presentano : ma quivi per non molto 
prolungarmi non mi son tallo che a rimarcar^ 
soltanto di potersene sempre avere gV inter 
grati col metodo stesso di riduzione nel caso 
in cui gii esponenti del polinomio oon pro^ 
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cedono che per serie a dinercnze, ed ho ri* 
mandalo al primo tomo del calcolo di M. Da« 
bourgiiet per riscontrarne il fatto analitico. 

Uopo ojuesta discussione son venuto a eoa* 
siderare la funzione integranda giusta la clas- 
sificazione generale delle funzioni, dislinfe 
in algebriche razionali ed irrazionali. Un me- 
todo generale dovuto a Giovanni Bernoulli si 
ha pel trattamento del primo caso; nel mentre 
che quello del secondo non conosce che delle 
vedute e degli artiticj particolari di analisi • 
Quindi io venni esponendo a riguardo del primo 
caso cotesto metooot e relativamente al secondo 
per quanto V estensione del volume permette-» 
va, le risorse principali che la scienza posse* 
dea. In efletto ho incominciato dal richiamare 
che la funzione razionale può essere intera o 
fratta: e rappresentando ambedue i casi con una 
sola e medesima formola, ho sopra di essa fis« 
salo il mio dire* Quivi ho rimarcato che nel 
primo caso la sua integrazione non si ridoceva 
immediatamente o mediante lo sviluppo dei 
polinomj che a quella elementare delle fun* 
zioni potenze monoraie; e nel secondo caso da 
essa integrazione elementare e da quella in ul- 
tim' analisi di una funzione fratta propria- 
mente detta • Quindi questa ricerca non riu- 
scendo nel fatto che dipendente dall' integra* 
sione di una funzione frazione, in cui il mas- 
simo esponente della variabile è di un* unità 
almeno minore nel numeratore che nel deno- 
minatore , ne venne che io mi fossi dato ad 
esporti il predetto metodo bernuUiano, Que*sto 
metodo non consiste che ia iscomporre la (ra« 



zione proposta nelle sue frazioni parz'ali , e 
neir inlcgrarne qucsle frazioni. La prima parie 
era stata da me discussa Delia qiiiota lezione 
del primo volume: onde noo ho consideralo 
in (questo luo^o che l' intrgrazione delle due 
funzioni 9 a coi quella scomposizione conduce in 
generale: ne lio efFellualo T una colle risorse 
che r integrazione elementare immediatamente 
ci esibisce; e l'altra via dell'esposto metodo 
di riduzione delle funzioni differenziali bino** 
mie: ed applicando il tutto alla frazione spe* 
ciale discossa e scomposta nella testò citata iej 
zione, ne do gì' integrali delle sue frazioni 
semplici, e per essi il suo integrale completo. 
Quindi passo all'altro caso delle fu^uigni al- 
gebriche, alle irrazionali. 

Qui ho rimarcalo che due risorse si pre- 
sentano* sul proposito; quella di risolvere la 
proposta funzione in un seguito di iQonom}, 
o di ridurla a razionale. Rimando per la pri- 
ma ai noli melodi dello sviluppo delle fun- 
zioni in serie ed alla tavola delle integrazioni 
elementari; e mi fo a ridoltcre per la seconda 
che l' irrazionalità può cadere sull* intera fun- 
zione o sopra parte di essa. Vi ricliiamo pre- 
sente pel primo caso il metodo oonceroeote ; 
e ne fo sentire V imperfeaione e la poca oli- 
lità, dipendendo dalla risoluzione algeorica del* 
le equazioni. Ciononostante per fissarne e ren- 
derne marcate le idee col fatto di un processo 
analitico, vengo applicandolo e a metterla sol* 
tocchi con un esempio* Riguardo al easn poi 
in cui r irrazionalità non cade che aopra parte 
della funzione I io fo conosnere la inaufficien'* 
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tisBime nostre conoscenze nella generalità della 
questione; questione che nelle stesse: forme le 
meno generali della fnnrione |ier le quali ri 
hanno de* metodi , la discussione yi riesce 
sovente di nessun efTetto stante la maocan^^a 
di quelli da' quali dipende ; e che fino nei 
casi i più semplici vi è sempre difficile e com- 
plicala. Intanto per non lasciare la cosa senza 
discorsoi uno de* più facili yennt proponendone 
e convenefolmente a discoteroe eome in e** 
sempio« 

Quando la funzione non si trova trattabile 
con alcuno dei metodi esatti conosciuti , non 
avvi altro compenso che di ricorrere all'ap- 
prossimazione. Su tal proposito ho considerato 
che sviluppando la fanzione e integrando i aia- 
§pli termini che ne risultano colla regola cor- 
rispondente deir integrazione elementare, se ne 
avrà l'integrale per serie. Questo metodo non 
domanda discussione sj^eciale, dipendendo da 
conoscenze altronde stabilite. Quinci son passato 
immediatamente ad una seconda risorsa che il 
caso presenta nel metodo euleriano conosciuto 
sotto li some di metodo <f iniegrazime per 
nara, e di cui si ha nella predetta tavola 
la formola Ibndamentate; formma che condotte 
convenevolmente mi ha portato alla cosiddetta 
serie bernuUiana, una delle più generali che 
si conoscono nell* integrazione delle funzioni , 
e riguardata dai primi inventori dei nuovi cal« 
coti come il teorema fondamentale deir iuie* 

Eale oeU'istessa maniera die quella di Tay-* 
r lo era del differenziale • Dopò aver asse- 
gnalo questa fonaola^ ad un esempio Tho ap- 
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p]icatar ed usando del risullato una conseguenza 
utile ne ho raccolto per la rappresentanza in- 
determinata delle frazioni deirunità, c con essa 
il mio diicorso sulle fuaziooi «igebricbe con* 
chiuso. 

Dopo le funzioni alftebricbe sì vengono 
considerando nel testo le inozioni trascendenti^ 

che vi sono classificate sotto il triplice essere 
di funzioni esponenziali, logaritmiche c circo- 
lari. Con una introduzione brevissima, ragio- 
nala e propria del soggello, se ne riduce ci* 
speiUvamente la discussione generale del caso 
lula l'unzione fondamentale da cui dipende come 
da elemento: e giovandosi del predelio metodo 
d* integrazione per parti, unica risorsa alTuopo 
conosciuta, si considera cotesto elemento sotto 
lutti i rispettivi rapporti coli' integrazione: i ri- 
sultali se lì' esemplificano : e siccome nel caso 
di una funzione angolare quando la funzione 
è una linea trigonomelrica » quel metodo non 
\i è in generale applicabile, e le risorse del- 
l' applicazione non vi sono che speciali secondo 
che varia vi è la specie di questa linea; cosi 
si è venuto a metter termine alla discussione 
producendo <|uatlro de' più notevoli e generali 
c^si di cui SI conosce il Iraitaineolo. 

Due oggelli restavano ancora ^ oonside- 
Tiire nel corpo di questa prima lezione relati- 
vamente ai metodi generali: la valutazione de- 
gl'integrali definiti; e l'integrazione delie fun- 
zioni degl'ordini superiori. Soddisfo al primo 
esiponendo un metodo euleriano sul teorema di 
Taylor fondalo , di cui ne applico la (ormola 
generale che ne risulta ^ alla valuladone na- 
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merrca di uoa IrasoendeDle esponemiale mo- 
nomia a base neperiana: e come il teorema da 

cui dipende va soggetto nella legiltìroitA ad 
eccezioni, cos'i passo ad assumere una funzione 
nel caso ecccllualo corrispondenle, e a moslrarvi 
come in esso condursi , onde lo scoglio della 
eccezione evitare. Soddisro poi al secondo as- 
sunto calcolando con un processo sì analilioo che 
ragionato una formola geneirale, onde un* in- 
tegrazione di ordine indeterminato viene rap- 
presentata da un egual numero d' ìnlegraziooi 
seniplici r una sopra l'altra contigua progres- 
sivamente operata ; c finisco applicandola ad 
una funzione del quarto ordine. 

Il soggetto delia seconda lezione non h 
che r integrazione delle funzioni esplicite a più 
variabili. Le conoscenze generali a qneslo ri- 
guardo non sono che assai limilute. Tutto quel- 
Io che ne sappiamo di generale non si riduce che 
a due soli metodi; l'uno relativo alle funzioni 
omogenee; l'altro più generale alle funzioni 
che sono o no tali. 

Dopo alcune riflessioni relative alle fun* 
zioni non esatte io son venuto esponeiido i 
predetti due metodi con ordine e generalità. 
, Supponendo sempre esatta la funzione, in quan- 
to nel caso contrario non avrebbe alcuna esi- 
stenza analitica, vengo a dimostrare il teorema 
fondamentale delie funzioni omogenee » cioè 
che una funzione siffatta previa la pcrmufa- 
iione delle variabili ne' loro rispettivi differen- 
ziali, eguaglia il suo differenziale diviso pel gra- 
do della sua omogeneità ; teorema che (fata uoa 
funzione differenziale di questa specie, sul campo 
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se ne nflsegDa 1* iolegrale . Quindi attesa la 
prontoa onde io questo caso si effettua ¥ in- 
legrazione, stb Tenuto applicando immediata- 
mente il metodo a due iunzioni particolari: 
r una per semplificarlo in estesso, e l'altra in 
compendio. Si passa quindi ai secondo metodo 
per le funzioni non condizionate ali* omoge-- 
neità ; e si viene a considerarlo sotto i Sue 
{mnti di ¥ista in coi la comcKìsisiooe della fon* 
zione pob cadere ; quello aico nel quale tutti 
i termmi abbracciano tutte le variabili, e quello 
nel quale non tutti le abbracciano tutte . In- 
tanto bo io riflettuto che integrando la fun- 
zione per un solo de' suoi differenziali parziali 
il risultato neir uno e l' altro caso non diffe- 
risce cbe nella eostaote arbitraria | esseodo 
DoUa nel primo casO| e funzione nel secondo 
di tutte le Tariabiii meno quella in figura dif- 
ferenziale . Quindi con un processo del lutto 
generale, e che non ho veduto altrove farsene 
parola, vengo determinando in questo secondo 
caso le forme generiche della costante, e mo- 
strando nel fatto analitico particolare il pro- 
cedimento del metodo tanto nel caso della co« 
stante nulla, quanto nell'applicazione di que- 
ste Corniole generali. 

L' eslenziooe e la molUplicità degli oggetti 
della terza lezione mi ha condotto a premettervi 
il piano della discussione. Dividendone 1* ar- 
gomento, r integrazione cioè delle equazioni , 
in quella delle differenziali <»^inarie e delle 
differenziali parziali, e alla prima venendo, 
bo incominciato dal fissarne il soggetto , e il 
dire a classificarne: son dapprima venuto a par"* 
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ìani dcir integrazione delle bioovariabili di 
primo ordine ; quindi della sua rìdaiiofie a 

Snella delle equazioni a più di due variabili 
elio slesso ordine; e finaimonle eli quella del- 
Toquazioni degli ordini superiori. Dislinguen- 
do le equazioni binovariabili delle quali s in- 
comincia a trattarei io esatte e non esatte, he 
rinviato per le prime al caso delle funzioni e* 
splicile cut appartengono , e perciò alle do6 
.lezioni precedenti; ed ho rimarcalo per le se* 
conde che tre soli melodi direlli la scienza nel- 
Talluale periodo possiede; della separazione 
delle variabili, del mulliplicatore, e delle serie 
per approssimazione* Il metodo della separa- 
zione non consiste che a dividere in due noeiii» 
bri tali l'cGuazione che ciaMoiio non contenga 
che una sola delle due variabiK, e a ridurne 
così r integrazione a quella delle funzioni uno* 
variabili . S' ignora una regola tuttora onde 
operarlo in generale: quindi prendendo la que- 
stione per quanto lo stato presente dei sapere 
comporta sotto il punto di vista più generico^ 
mi son fatto a dividere le equazioni in omo<» 
genee ed eterogenee . Vi bo trattato il primo 
caso con lulla la generalità , ed illustratone 
con un esempio il fatto analitico. Procedendo 
sempre con viste generiche son venuto in se- 
guito esponendo il processo ragionalo onde se 
ne trasformano le eleroceoee, o che ad esso si 
riducono. Ho applicato il processo generale alle 
cosiddette equazioni a due e a tre termini: vi 
ho fatto notare il vero spirilo del metodo : e 
ìmbattendomi nel cammino sulla famosa equa- 
zinne sotto il nome cooosciula di equazione 
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del Conte JHeeaii, ne ho dato la completa teo- 
ria ; dispoelo^ in pna tarola^ colla legge onde 
procèdono le infinite soluzioni di cui e capace; 

e Fuso dalo a vedere coli' applicaziont? ad una 
equaziooe numerica concernenle. Quindi qual- 
cne riflessione producendo sul metodo slesso 
della separazione, ho pria di lasciarlo con 
ogni dellaglio considerato il caso di (quelle 
equazioni che separate e non integrabili al- 

!;ebricamemte a membri divisi , ammettono 
ratlanio un integrale algebrico a membri 
combinati quando i due membri Io danno 
divisamente per h»garilmi, o per archi di cer- 
chio, o in certi altri casi ancora fuori di essi. 
Mostrando come ciò si efrellua ne*prìmi due casi. 
Tengo di proposito sul terzo pm complicato: 
ne espongo alla mia maniera il metodo genera* 
le che ti ha dato Lagrange ; e lo applico al fatto 
di queir equazione separata onde i due mem- 
bri per le vie algebriche condotti portano alla 
specie di trascendenti dette ellitticne da Le- 
gendre e su di cui son ritornalo più di pro- 
posito nel terzo yolume. 

Passando al metodo del moltiplicatore mi 
giova riflettere che la prima idea a presentarsi 
neir integrazione delle equazioni non esatte è 
nella di renderle esatte, e ridurle cosi a quella 
elle semplici funzioni. Questa riduzione è sem* 

Sre possibile nel caso delle binovariabili di 
i cui si tratta » avendo dimostrato Lagrange 
che per esse esiste sempre in totti gli ordini 
una funzione per la quale moltiplicate viene 
operandosi. Quindi dopo di essersi dimostrata 
r esistCDza di questa (unzione per le equazioni 
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—Si- 
di primo ordine di cai è parola, si Tenne ad 
i>sporvi i metodi coooecioti per definirla . Ho 

10 incomincialo dal metodo generale e diretto, 

11 quale conducendo ad un' (K:|uazione di con- 
dizione a differenziali parziali, riduce la que- 
sliooe io maggiori dillicollà di quelle stesse 
die la proposta non soffre. Per darne intanto 
una soluzione io mi proposi il caso particolare 
in cui la funzione moltiplicatrice non è adoè 
ma ad una sola variabile; il che porta V e- 
quazionc di condizione a dipendere dalT inte- 
grazione di semplici funzioni unovariabili ; c 
perciò a considerarsi come immediatamente in- 
tegrabile. La integro dunque e vengo alla de« 
terminarione di l fatlorp c della forma insieme 
delle 'equazioni che ne sono rese esatte. Dopa 
ciò ho io riflettuto che trovato il fattore se ne 
pohà indurre P inleg«ale delT equazioni alle 
quali appartiene. Quindi ho messo al fatto que- 
sta riflessione in generale: ne ho applicato le 
consequenze analitiche alle equazioni lineari 
di primo ordine, e Tintegraie ne ho assegnato 
tanto in genere quanto nella specie di un caso 
particolare. 

Quando un' equazione sa separarsi se ne 
potrà assegnare il fa Ilo re : tuttoché in questo 
caso la ricerca del lallore sembra in se stessa 
superflua^ perche un' ( quaziooe seperata si ha 
per integrata , frattanto se ne sperimenta alle 
Tolte utiie la conoscenza , potendo dedursene 

J nello di altre equazioni non separabili. Quin- 
i son io venuto a provare col fatto questa pro^ 
posizione ; con un metodo generale e rimar- 
chevole ad assegnarlo per una famiglia assai 
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€8(e8a da eqimzioni , por le quali il processo 
della soparaxione non è punto conosciuto ; e 

ad 11 lustrarlo infine con un esempio. Esposte le 
indiislrie conosciulo di analisi onde riconoscere 
In forma di un fattore integrante , si possono 
proporre i due quesiti seguenti . Quali sono i 
fattori che rendono esatta una data equazione? 
Quali le equasioni che riescono esatte con un 
fatlore dato? TI primo non presenta punto di 
difficoltà: molte n secondo ne presenla. Ho ri- 
sposto ni primo con un proccaimento genera- 
le, che per rendei lo ma,i?i?iormente chiaro ho 
applicato ad un caso speciale e no(e?ole: ho ri- 
aposto al secondo, conosciuto sotto il nóme di 
mefodo inverso del moUialteaicre, mostran- 
done la difficoltà della soluzione, e per non 
troppo allungarmi sollocchi soltanto metten- 
done uno de* casi più semplici di noto tratta- 
mento, che ho ancora iliuslrato con un esempio. 

Al metodo del moltiplicatore siegue nel 
cammino naturale dei discorso quello dell* in* 
tegrazione per serie. Due risorse ha la scienza 
a questo riguardo, e che, io non ho mancato 
di dare a conoscere. Dopo aver fissata Tidea 
che dee formarsi del metodo in se stesso , e 
il rango che a giusto dire occupa nella teorica 
delle integrazioni , son venuto primamente a 
mostrarne quella che sulla ripetila differenzia- 
zione si fonda; e quindi T altra, che dal me- 
todo ordinario de* coefficienti indeterminati ai 
fa dipendere : della prima tuttoché generale 
ed applicanda eziandio alle equazioni degli or- 
dini superiori , ne ho mostrato T insufficienza 
e il poco uso, principalmente ne casi un ppco 
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complicati ; • deUa MCODda di coi soole or- 
dinariameote giovarsi, lo sviluppo ne ho dato 
coi conveoienti dettagli ; e conchiudendo due 
esemplificazioni ne Iio rapporlato onde le due 
diverse maniere di applicarla mostrarne. Qui 
ho lasciato T esposizione delle teoriche cono- 
sciute sugi' Integrali completi ed ho passato 
ad un' altra classe d' integrali , a quella dei 
singolari. 

Le equazioni difliTebziali oltre di essere 
soddisfatte da un*equnzione primitiva abbrac- 
ciante una costante arbitraria, possono simul- 
taneamente esserlo ancora da un'altra, solita 
dirsi Matuziane pariieolare • Questa seconda 
soluzione sospettata per la prima ?olta da Tay- 
lor e da altri geometri in seguito riconosciuta 
e discossa , venne infine legala ad una teoria 
analitica dal Lagrange . Noli' introduzione a 
questo volume si era rimarcata la differenza 
che passa tra Ja soluzione particolare, che io 
ho detto integrale singolare, e l'integrale com- 

{lieto: ed è suli' essere analitico di questa dif« 
érensa onde si fondano i diversi metodi co- 
nosciuti per ricercarla. Ho supposto in primo 
luogo da(o r integrale completo e son venuto 
a mostrare come il singolare di cui si traila 
se ne deriva. Due metodi ho prodotto a que- 
sto riguardo : Y uno appoggiato alla determi- 
Bacione della costante arbitraria sotto l'equa- 
zione di condizione che io caratterizza; l'altro 
sul solo carattere poggiando della variabilità 
di cui in questo caso Ja costante si veste , ho 
condotto riducondolo ad un criterio analìtico 
che sebbeuc non del tutto definitivo, guida a 
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deciffarlo e a riconoscerlo: e quindi, illustrando 
rispellivamenle con an esempio l'uno « l'altro 
metodo, són venuto passahao ad un secondo 
modo di ricercarlo; quello cioè che ifòn essendo 
dato 1* integrale completo lo sia il fattore inte- 

{ Idrante. Risolvo qucst*allro caso analiticamente: 
0 illustro coir ( sempio delle equazioni diffe- 
renziali omogenee : e vengo al vero metodo 
diretto onde procedere alla conoscenza- dell'in^ 
tegrale cercato; metodo in cui non si suppone 
data che la solia equazione differenziale ^er là 
quale si cerca • Ù analisi sottile e ragionata 
onde questo metodo si conduce , mi ha pre - 
sentalo sul cammino occasione di un utile ri- 
marco, esibente T integrale completo nel!' atto 
stesso di cercarne il singolare; rimarco che ho 
contestato col fatto ai*alilicodi un caso particolare; 
itipigliando dopo questa specie di brevissimi 
digressione il filo airetto aelle mie idee su ^li 
integrali singolari , procedo sempre V analisi 
conducendo dalla ragione sostenuta; ed arrivo 
a conchindervi duo regole generali per la loro 
determinazione y che vengo entrambi esem- 
plificando. Vepgo dappoi ad esporre it me- 
todo generale ond^ posta la conoscenza degli 
integrali sirìgolari ò particolari può a quella 
dei completi arrivarsi: quindi la risorsa unica 
produco che Tanalisi conosce suH' integrazione 
de' gradi superiori: e chiudo la mia discussione 
suir integrazione dalle equazioni binovariabili 
di primo ordine. 

. L' integraztooe delle equazioni differenziali 
a più di due variabili neir ordine ragionato 
delle idee immediatamente dopo si preieota 
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alla discussione . Questa classe di equazioni 
possono essere esatte o non esatte • Si discute 
il primo caso ridi ia mando dalla mia Inlrodu* 
zione allo studio della matematica sublime 
il metodo generale ivi razionalmente proposlOt 
applicandolo al fatto analitico» e con nn esem- 

Ilio le conchiusioni illostrandone» Il metodo per 
e non esatte è quelto di ridarle ad esatte come 
nella classe delle binovariabili* Il metodo del 
moltiplicatore, generale per operarlo io queste 
ultime, non lo fc per quelle ad un maggior nu- 
mero di variabili; il moltiplicatore non esiste 
per esse che sotto una certa condizione 9 con- 
dizione che sodo T espressione si presenta di 
nn* equazione fra i coelBctenti dell equazione 
data. Prendendo dua']uedi mira per fissare le 
idee le equazioni teroovariabili , se ne è cercata 
qu^ta condizione: supponendosi il caso in cui 
ha essa luogo, si è dimostrato come senza ve- 
nire al fatto di assegnarvi il fattore epperò 
senza la sua peculiare conoscenza , può fsSér 
tuarsi r integrazione della data equazione: fip* 
plicandnsi il metodo ad una equazionìs integrata 
aalTEulero con assai notevoli industrie si è esem- 
plifìcalo il caso in discorso insieme e soddi- 
sfatto air illustrazione promessa relativamente 
alia ricerca degl' integrai i completi mercè i 
singolari o i particolari ; addimostrato l'uso deji 
metodo generale datosi nella seconda lezione 
a riguarao dell* integrazione delle funzioni a 
molte variabili ; e stante il bisogno che il 
caso stesso me ne presentava si è applicato 
e reso ragione del famoso teorema leibni* 
ziano in origine sotto la frase enunciato di 
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differeniiatiò de curva ad curvam . Quindi 
facendo la convenevole menzione onde il dato 
inelodo per le equazioni ternovariabili veniva 
applicandosi a quelle di un numero maggiore, 
ai venne a parlare dell' altro caso deir integra- 
none, di quella dico delle equazioni per le 
quaii la condizione del fattore punto non ha 
luogo» 

Questo caso b quello delle equazioni che 
si videro altra volta classificale sotto il nome 
di equazioni assurde, e trattale sotto un arti- 
colo proprio e separato; caso che forse per la 
prima volfa nelle nostre lezioni, è stato preso 
e discusso quale argomento parziale e inte- 
grante della teorica generale delle equazioni 
di che si tratta . Tenendo lo rollo vie del ra- 

gionamento, le maniere allo incirca seguendo 
e* geometri contemporanei, e il tutto riuncbdo 
sotto un solo e medesimo punto di vista , io 
ho fallo costare che le cosiodelte equazioni as- 
surde non sono capaci di alcuna soluzione de- 
terminala 5 ma solo lo sono di una indetermi* 
nata; verità su di cui ho convenientemente il- 
lustrato con degli esompj tulio quello che di 
essen^itìlo vi sì conoscea. Non contento di un 
modo di soluzione sifTalta del profilema, ho 
voluto io prenderla eli* ingrande, e a trattarla 
con lutla la generalità» Senza venire ài punto» 
di vista particolare ordinariamente seguilo di 
distinguere le equazioni in esalfe e non esalte, 
in integrabili e non integrabili, ho sottomesso 
immediatamente JVquazione qualunque si fosse, 
al testò citato nielodo della seconda lezione 
relative alle funzioni multpvariabili , e sodo 
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arrivalo air integrale determinalo quando lo 
ammetta, o ali* indetermiiiato quando di questo 
k capace e dod di quello» Quindi illustrando 
questa mia nooTa solosione odo degli esempji 
che prendo da quelli ad altro oggetto usati 
anteriormente , metto termine alla discussione 
in parola delle equazioni differenziali ordinarie 
a più variabili indipendenti , dando una no- 
zioae sul modo onde si trattano ne* ^radi al 
primo superiori» 

Passando quindi alle equazioni ooriffaUa 
degli ordini superiori, si b teooto a farvi seo« 
tire la povertà somma delle nostre conoscenze 
a questo riguardo : e dop avervi segnalato il 
punto di vista cui tende il metodo generale di 
trattarle, mi son limitato e ristretto a parlare 
delle sole binovariabili» Fra queste non Tengo 
esponendo con viste sempre tendenti a mettere 
la questione sotto an aspetto semplice preciso 
filosoGco , che il metodo venerale per le li- 
neari di tutti gli ordini • Intanto per non la^ 
sciare la discussione del metodo m sospeso e 
neir indefinito come porta la generalità onde 
conducesi, e mostrarne sino alla conchiusìone 
l'andamento, son venuto ad applicarlo in prt 
mo luogo ad un* equazione di terzo ordine, e 
quindi per mettere sottocchi la diversità dei 
casi accade voli, ad un'altra di secondo ordine 
che la soluzione comprende del cosiddetto />ro- 
blema dei ire corpi; problema famoso negli 
annuali della meccanica celeste, che i travagli 
di Glairaut, di Alembert e di Eulero hanno 
illustrato. Passando sotto silenzb le pochissime 
eonosoQDie alle quali avrebbe potuto venirsi • 
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riguardo delle equazioni al ferzo ordine supe- 
riori mi son fallo a discutere brevemenle le 
principali e più utili dottrine che si conoscono 
sopra di quelle di seoondo ordioe in genera- 
le; dotlrine che dod ho mancato mai di so- 
stenere con delle ceaTenienti esemplificasioni. 
Ed applicando a questo caso il metodo d' in - 
tegrazione per approssimazione , lio conchiuso 
la teorica (felle equazioni difTereoziali ordina- 
rie, ed a quella son venuto tanto severa e su- 
blime delle dìiTerenziali parziali. 

L'integrasiooe delle «quasioni a più di due 
variabili può Tonarsi sulla folaliià delle equa* 
seiodì come si tiene di Yiedere, imrvero sopra al- 
cuna delle equazioni parziali, in cui può divi- 
dersi per la indipendenza reciproca delle varia- 
bili: quest'ultimo caso riesce assai più dìIBcile 
e sublime del primo^. tanto che si reputa per 
iraUato quando si avrA ad esso ridotto. A questo 
riguardo ho io proceduto sotto Tislesso puntò 
di Yisii^.del caso precedente, parlando del pri- 
mo ordine e quindi degli ordmi superiori. In- 
cominciando dunque dal caso più semplice , 
dalle equazioni dico lineari n tre variabili, ed 
assuipendo un\quazione cosìfTalta, la combino 
dietro le noto vedute del Lagraoge colla sua 
totale corrispondento; il risultato io due equa- 
zioni binovarjabili ne partiwo;^ intero rispet* 
tivamente questo due equazioni e ad un* equa* 
zione integrale pervengo, la quale abbracciando 
una funzione arbitraria Y integrale completo 
ne rappresenta. Quindi dopo qualche convene* 
vole considerazione sull' essere relativo di que- 
sto funzione e suUa sua dctmniaBsìona^ passo 
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alle ei|uBiimii parimenti lineari a 4^i(lfè Itt- 

riabili, che tratto col metodo stesso, ed arrìro 
ad un' equazione primitiva con una funzione 
arbilraria non di una come sopra, ma di due 
indeterminate. Estendendo le considerazioni alle, 
equazioni ad un numero indeterminato di va- 
riabili vi conchiudo per anjfilogia Tessere M 
corrispondente integrale comùleto: prodocéndo 
finalmente tre esempj onde il tatto vedere con 
maggiore chiarezza, passo a prendere la que- 
stione in generale qualunque ne sia il grado 
deir equazione parziale inlegranda , e secondo 
le vedute a procedervi dello stesso Lagrange» 
Questo illustre geometra produsse nel 1779 
delle considerazioni sair integrazione delle eaua* 
zioni di cui si tratta a tre variabili che ad un al- 
tra lineare a quattro variabili lo condussero, fcl 
quale da lui ripresa un settennio circa dopo, ad 
un integrale lo portò con una funzione arbitraria 
di due e non di una indeterminata come la teoria 
generale pel caso proposto supponeva. Un risul- 
talo cosiflatto colpì Lagrange, e con lai tutti gli 
analisti che lo seguirono. M.Gharpit venne in se* 
guito a discutere questo fatto: e pef evitarvi lo 
scoglio della sentita diflìcoltà, in vece dell' inte* 

Srale completo di quell'equazione lineare come 
cammino generico del processo comportava, 
ai ristringe ad usarvi il particolare; e con ciuesto 
ripiego non portò nel processo che tuia soia in- 
determinata. Quindi applicando il caso generale 
così preso a q|iieUo ,01 un* eqoafione speciale 
di secondo grado, non trova peli* integrale eòm^ 
pleto della proposta che uu sistema di due e- 
quaiziooi ÌQvilo|)|iaaii una fuozione arbilraria 
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ioMiM e la tua deriyala di queli'indeiermi- 
nata • Ma un integrale siffatto cadeva in una 

difficoltà simile alla precedente ; anzi pìii 
complicata e severa , perchè non sapeva eli- 
minarvisi quella derivata senza supporoe co- 
nosciuta e particolarizzata la funzione arbitra* 
ria. lolanto Li^raoge ritornato nel 1806 sul- 
r argomento» e tormentato per sepvirmi della 
suaTrase dall' ioconlrata difibcoltà, trova colla 
sua nuova discussione per T integrale cercato 
un sistema di tre equazioni , fra le quali una 
ancora differenziqle, con due funzioni arbitra- 
rie; sistema riducibile e vero a due equazioni 
con una sola funzione arbitraria , ma sempre 
inviluppato nella diffeienzialità dì cui non sa- 

Seva punto spogliarsi, e perciò nelle tiesse diF- 
coltà e maggiore complicazione di quello di 
Charpil , e clie domandava dice Lacroix ulte* 
rìori sviluppi sull* assunto. Finalmente M. Pois* 
son in una Noia (Bullettino del 181 5) viene 
dimostrando che gì* integrali cui si arriva col 

«recesso lagraogiano 9 sono in fondo gli stessi 
i quelli cui conduce il metodo di ufaarpit • 
Ha le considerazioni onde parte il Poisson e 
viene a questa conchiusione sono in vero a* 
stratte e poco concludenti ; tanto che il Lacroix 
riferendo il contenuto della Nota si è creduto 
dispensato a tenerne conto* Quindi dairesposto 
su di cui potrà utiloiente riscontrarsi il terzo 
volume della seconda edisione del Calcolo di 
questo geometra, appare che in cotesta epoca 
la difficoltà lagraogiana non solo non era stata 
direttamente risoluta , ma le risorse usate ner 
condurre il metodo sino alla ooncbinsione nei* 
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r integrale non si trovano ette tutte indirette 
e conducenti a risultati di ninna utilità nel 
fatto della ricerca • In questo stato di cose io 

ho preso a discutere la questione, ed esponendo 
il metodo con un procedimento lanto semplice 
e generale quanto ragionato , son pervenuto 
suir equazione che il nodo formava oella dif- 
ficoltà , e mi son dato a vederne la ragione » 
e r ultima significazione a snodarne. Infatti ho 

10 rimarcato che questa equazume non è che 

11 prodotto di un talso nngioiiamento, e forma 
un paralogismo piutosio che T inviluppo di una 
diflBcollà ciìe si è preleso di vincere e di svi» 
lappare. Essa inloramonle arbilraria annoda 
nella sua incognita composizione un coeiEciente 
differenziale, che bisognerebbe eliminarvi pri- 
ma di far parie completante dell' integrale cer* 
cato ; eliminazione no fatto riflettere , di non 
potersi nullamente operare. Quindi nel trovarsi 
essa in contraddizione colla teoria generale con- 
cernente, non deve guardarsi come una dif- 
ficoltà da risolvere, ma come una specie d*in-. 
ciampo che manifesta V impossibilità del me- 
todo conducente: e che bisognava perciò altra 
cammino seguire onde all' assunto soddisfare. 
Concbiuso CIÒ mi fece ad esporre un metodo 
che in una maniera assai semplice e pronta 
mi ha condotto all' integrale proposto , e che 
venni quindi illustrandolo coli applicazione ad 
un'equazione speciale presa dalPistesso Lagran- 

e ; integrale dico rivestito di tutti i caratteri 
i un integrale completo e che ho dato, sotto 
la doppia espressione di cui è capace, abbrae* 
ciaote cioè uue costanti arbitrarie o una fua* 
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xione arbitraria in apparenza di due ma ia so* 
«lanxa di una sola indeterinifiata. 

Dai gradi superiori si b passalo a parlare 
di^Ii ordini superiori. Quivi si *8on fotte sen- 
tire le ristreUe conoscenze in cui siamo sai 
proposilo: e dopo alcune generali ed ulili con- 
siderazioni sulle equazioni di tulli gli ordini 
si è venuto esponendo il metodo che il Conte 
Monge ha tenuto neli* applicarne al secondo 
ordine il lagrapgiano per le lineari di primo 
ordiae; a divisarne come se ne potrebbe esten« 
dere 'Fapplicasione agli ordini ulteriori^ e ad 
applicare il caso a quello de* coefficienti co- 
stanti. Quindi il teorema fondamentale produ- 
cendosi del calcolo delle variazioni ne* suoi 
rapporli col calcolo inU'grale, cioè che le fun- 
^iooi variazione e integrale sono fimrloni cum< 
loutalive , si viene aUa quarta ed ultima le- 
zione del volume. 

Si dà in qui\stfl quarta lezione per quanto 
la povertà delle conoscenze comporta, un sag- 
gio elementare ma nel suo tulio complolo sul 
calcolo (Ielle relrodiffercnze. Vi ho io mcomin- 
cialo dal fissarne T idea fondamentale : e se- 
guendo il medesimo piano dei calcolo dei dif- 
C^renziali a tararne son venule dal calcolo di- 
retto le regole fondamentali dell* inverso, che 
ho applicato successivamente all' integrazione 
delle l'unzioni unovariabili, delle esplicite mul- 
lovariabili, e finalmente delle implicite. Ne ho 
dato nel primo c^so quella dell* addizione, del- 
la moltiplicazione, e della graduazione; ed ia 
qnest* ultima q.MeIla delle lunzioni elementari 
potenze ef^poneuzìfAì logaritmiche circolari : in- 
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fegraziòoe cl^c dòpo qualclie osservazione con** 

Tonevole snl!a eoslanle arbitraria, applico alle 
funzioni coiiiposlo. Tulle le funzioni che nella 
presente elà (lolla scienza vi si sanno integrare 
sotìo pi'csso a poco comprese soUo lespresslone 
di Ire fornrjole generati , la di cui discussione 
dipende dal mvU)éo d'integrazione per parli, 
Quindi ho io costruito all'uopo sopra di (^ue* 
sto metodo procedendo una formola generica, 
che si applica conscculivaraenle a cotesle Ire 
funz'oni generali; il processo analitico in ge- 
nerale ne espongo ; e senza punto Yenire ad 
illustrarne i risultali per non inciampare* in 
calcoli sempre lunghi e complicati , vengo 
a mostrare il metodo die si hene per T in- 
tegrazione per serie; e a darvi due for- 
inole (di decisa utilità por la relrodifferenza 
di una funzione in i;enerale. Quindi passo alle 
funzioni nioltovariabili. Assai limitalo si trova 
il mio dire a questo riguardo, non conoscendo 
autore che abbiane partalo con aggiustatezza e 
precisione. Hi son fallo soltanto a considerare 
brevemente il carattere essenziale della que- 
stione; e a (lare a tale oggetto T applicazione 
della predella lorniola generale alla valutazione 
del prodotto di due l'unzioni potenze elementari; 
ricerca su dì cui è venuto di proposilo il Cav. 
Brunacci ^ e discusso con maniere A incerto 
ed indirette che parmi di non presentare alcuna 
idea di un qualche melodo d* integrazione. 

Le funzioni implicite, ultimo oggetto della 
discussione dì questa quarta lezione , possono 
essere a differenze ordinarie o parziali, a difTo- 
reoze iodipendeoli^ a differenae diBereiiztali« Po< 
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éhissimi sono gli avanzamenlf che faa fatto la 

scienza a qnesf oggetto : i poclii passi die 
ha dato relativamente a quelle a difTcronze ordi- 
narie o parziali, non si estendono che alle lineari 
solamente: niente ci presenta poi in Cjuelle 
a differenze indipendenti, le quali nella discus- 
sione non si riducono io sostanza che al caso 
di senoplici funzioni : e finalmente delle co- 
noscenze assai incomplete ed elementari ci of- 
fre neir ultimo caso delle a differenze-dif- 
ferenziali . In questa posizione deli' argomento 

10 mi son fatto a dare primamente T integrazione 
di quelle a differenze lineari ordinarie che 
ho limitato al secondo" ordine , ritornando nel 
terzo volume sopra di esse in generale; e che 
applicando al caso de' coelBcienli costanti , tì 
ho determinalo la costante asbìlraria . Quindi 
passando a quelle a difTercnze parziali, per fis- 
sarne le idee yì ho esposto la teorica concer- 
nenie delle lineari tcrnuvariabili di primo or* 
dine: e Tenendo in Gne a quelle a differenze 
mesoolatcì una nozione fondamentale ve ne ho 
dato; e coli* intpgrazìone di due equazioni co* 
siffatte, J'una di primo e T altra di secondo or- 
dine, lio concliiuso la metodologia inversa, che 

11 soggetto formava di questo secondo volume. 
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TERZO VOLUME 

(Turno teff IO parlèpriiiia)« 

Sidla fmr^O' e »€9ta lezione dellu metodo^ 

logia inversa della maiemaiica sublime 
iyer santi sugli usi algjebrioied aritmetici deU 
r integrazione^ 



SLlcma circostanze come ho avvertito ia 
un notalienc , hanno fatto die si fosse diviso 
in due parli il tomo terzo dell' opera, forman- 
done delia prima un terzo volume ed un quar- 
to deHa seconda. Così partito questo tomo in 
due volumi, ne è risultata divisa in quattro la 
intera opera. Intanto V integrazione applicala 
a degli o^'getti di analisi pura , epperò alle 

Sjuanlità algebriche,, aritmetiche e geometriche, 
ormava la materia del tomo terzo , materia 
che nel piano generale si era classificata sotto 
la triplice esposizione di usi algebrici, usi arit* 
metici ed usi geometrici. Quindi venne a far» 
sene della prima e seconda esposizione il sog- 
getto del terzo volume , e dell' ultima quello 
del quarto* Entrando dunque a parlare del ter* 
tù volume, volume dico che presentato in omag* 
gio ali* Accademia fissalo delle scienze in ago* 
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ilo 1834. (Instllul Journ. Paris) venne rinvialo 
per Dargliene rapporto orale all' iliuslre suo 
menfibroG. Libri, ed incomincinndo dagli usi 
algebrici ho consideralo che essi non possono 
riferirsi che ad equazioni a differenziali a dif- 
ferenze 0 a differenze - difTerenziaii : inoltre al 
primo caso venendo, ho rifleltuto che T «equa- 
zione può esservi costante o variabile, cioè es- 
aere il soi^^elto del calcolo differenziale ordi- 
nario o delle variazioni: Infine distribuendo la 
materia dietro a x|ue8ta classificazione bo nota- 
io che le serie sono in fondo 1* argomento 
dell' analisi mntemntica, proposizione che non 
ho mancato di sviluppare più lardi; quindi 
prendendole di mira nella prima delle propo- 
ste applicazìonti ncll' uso cioè dell' integrazio* 
ne delle equazioni dilTerenziali ordinarie, ^ui« 
dato sempre da una considerata e sottile filo- 
sofia, mi sono occupalo della maniera di som- 
marie e d'interpolarle. Her quanto riguarda al 
sommarle sulla ccmsidcrazionc die i melodi i 
più generali vi si debbono sempre riguardano 
come melodi particolari e non estesi che ad 
una sola famiglia di funzioni, io mi feri ad 
esporne i due più geaerici dirò cosi che la 
scienza possedeva. Per quanto riguarda pei al- 
la interpolazione dopo di averne falla sentire 
la natura e 1' indolo analitica, venni le vie se- 
guendo della maggioro generalità, a conside- 
rarla nel doppio suo essere » quello in cui la 
legge della serie ò da una funzione analitica 
rappresentala o ad un processo di derivazione 
analitica condizionata. 
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Il primo de' due citati metodi relativi al 
sommarle è inleraraenle legato al teorema di 
Taylor. Questo metodo con molta brevità e spe- 
ditezza conduce per la cercata somma della serie 
ad un risultato dipendente da coefficienti che 
bisogna determinare • Legendre per questa 
determinazione avea usato ne' suoi Esereizj 
un processo analitico che sebbene assai inge* 
gnoso , non lasciava d* impegnare in calcoli 
molli prolissi e complicali. Questi coefficienti 
sono stati nel nostro lesto definiti con un pro- 
cesso assai semplice e piano* 

Il secondo de' due metodi proposti dova^ 
to in origine all'Ettlero, sembra di essere sta- 
to carattertzsato dal Lagrange per T unico me- 
todo generale conosciuto sali* assunto. Il prin- 
cipio generale ond*esso posa, si riduce a sot- 
tomettere la serie sommanda a diiJle operazio* 
ni conducenti ad un'espressione piii semplice 
e tale che se ne conosca la somma o che sia 
di più facile ^ sommazione • Per mostrarne la 
condotta analitica venni applicandolo con quel- 
r ordine e generalità che per quanto parmi 
non si era ancora fallo , al caso dallo stesso 
Eulero discusso di una serie algebrico^geome* 

Irica rappresentata dalla funzione ( f^i : (pn) oP^\ 
discussione ha detto il Lagrange che merita 
di essere conosciuta, e che condolla con ma- 
niere mie proprie mi ha portato a rappresen* 
tarvi la somma cercata vìa di una formula ge- 
neralissiniai e dipendente da un numero di ri- 
petute di£Gereiiziazioni eguale al grado della 



Digitized by Google 



~48— 

foiusioDe DQineralore in ed! ripelute inte- 
grasioDi pari a quello della funzione denorai- 

Datore (Jw. tiuiod' P^p compimento della di- 
scussione Tenni illuslrandola coli' esempio di 
quattro serie, due algebrico geometriche di se- 
condo ordine, e di terzo ordine le altre due* 
Esposto questo artificio di analisi assai laboriosa 
e severa come potrà vedersi nel testo> sono io 
passato a vedere il metodo in un'altra fami- 
glia di serie sotto il nome classificale dalP Eu«<- 
Jero di serie ipergeomclriclie. Ho discusso que- 
st' altra applicazione sulT individuo di questa 
famiglia che Lagrange lia Iraltalo nella sua 
teoria delle funzioDÌ aoaliliclie. E procedendo 
alla mia maniera sono arrivato dalla mia ban- 
da non solo air equazione lineare che egli ne 
ha dato, ma a produrvi ancora T integrale che 
]a somma indofinila ne rapprosenta. 

Dopo questa discussione son passato ad 
alcune rimarclu-voli considerazioni sulla som- 
jiia in genere delle serie: ne ito considerala Ja 
natura in sesfessa relativamente ailessere di con«> 
vergenti e di divergenti: sotto qucsf ultimo rap- 
porto r uso in analisi ne bo contemplato; ropi« 
namento concernente del Poisson, quello clie 
ve le vuole escluse del tutto, ne ho cosidcra- 
!o ; la modificazione a cui esso assogeltar si 
dovrebbe, ne ho fatto rimarcare; V influenza ìa« 
fino ho notato di questq pensamento sull'uso 
della formola di Taylor come base del calcolo 
. differenziale, varie considerazioni producendovi 
contro le conseguenze che sembra averne vo- 
luto tirare a questo riguardo il Gauchj nel 
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Riassunto delle sue lezioni di calcolo. Il filo 
delle idee mi lia quindi portato sulla riduzio- 
ne di questa rormoia ad espressione difinita, che 
ho efieitualo colla massima prootezza e facilità 
con un processo spedilo e proprio mediante ua 
integrale definito come la circostansa domanda- 
Ta; e auesta ridazione mi ha essa stessa rìchia* 
malo 1 idea del bisogno di metodi per la va- 
lutazione di cosifralli integrali : quindi utile e 
convenevole mi parve dì venire sopra di essa» 
Cosa niente difficile essa si trova quando rin- 
terrale si sa assegnare: moltissima però e as-i 
sai severa riesce quando è trascendente. Intao- 
to nelle applicazioni fisico-matematiche non A 
conchiude ordinariamente sol concreto che col- 
la valutazione di qualcuna di queste trascen- 
denti. Onde i geometri che in quest' ultimi tem- 
pi dati si sono alle sottili applicazioni della fi- 
sica, son venuti di proposito sul fatto di cole- 
ste valutazioni: ma si varia si disunita ed este- 
sa è la sfera del loro essere che non vi si cam-> 
mina che sul particolare; tanto che ha porta- 
to il Lacroix a proporre di dirigerne il lavoro a 
formarne delle tavole onde al bisogno ricor- 
rervi. In questo slato di C( se per dare un or- 
dine al mio dire in una materia dirò cosi sen- 
za limiti, rho diviso in due articoli: nel pri* 
ino mi feci a dimostrare con maniere sempU* 
ci e spedite de' teoremi geiierali tendenti a sta- 
bilirne le fondamenta; e nell' altro a mostrar- 
ne r uso nel calcolo delle funzioni e delle equa- 
zioni. 

Ho incominciato dunque col fissare T es- 



— !>o— 

sere analìlico delle frnscrndonli di che si 
tratta: e mellondo in cofisidrrnziono Io src^na- 
ture diverse che proposte so no orano, mi so* 
no attenuto con (||uBlche modificazione relativa 
alla posizione det limiti , modificazione o^gi 
ordiarìamente usata, a quella di Fouricr. Quin- 
di tutto di seguito son venuto a statuirne il 
teorema fondamentale doli' intona teorica, quoi- 
lo dico elio un integrale dt finilo si cangia di 
segno come se ne invrrtono i limili; e da questo 
un sec<)ndo ne detluco , col quale un w\e^ 
graie definito viene scomponendosi in un se- 
guito di altri integrali definiti. Queste duo teo* 
remi fecondi di utililA, altri diversi ne condu» 
cono concernente la permutazione dei limili : 
ed 10 altri selle Venni a dimostrarne e a pro- 
durnCy che stanto il loro fnqucnte uso e la 
somma loro ufililà nella trasformazione? delle 
funzioni} merilnno di essere conosciuti* In se* 
guilo son passalo a rendere ragione di un 
teorema notevole nella teorica in discorso i 
teorema che dalla formola lagrangiana ho de- 
dotto, e frcquonlomente usato dice il Caiicliy 
nella ricerca dei valori approssimali degli in- 
frgrali definiti. Immediatamente dopo ad un 
altro teorema son venuto , che il roisson ha 
rapportato dimostrandolo nel Giornale della 
scuola Politecnica ( an. 1820 ), e che forma in 
oggi ci dice il teorema fondamentale di que- 
sta dottrina; teorema di cui avea io dato la 
dimostrazione e fatto sentirne V inesattezza es« 
senziale (in dal ]8i4 nei mio opuscolo sul 
calcolo differenziale, e che ho immedialamen* 
te in questa oiH^stone derivalo colle restrizio* 
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ili clie gli son proprie dnl (roroma precrden- 
If*. Un allro infine ne ho da queslo medesimo 
dedollo riguardante la valulnzidno di una fun- 
zione che può in altre due iunztoni faltori etr 
sere scomposla. 

Mei secondo volume è stato dimostrato il 
teorema per differenziare sotto il srgno inte* 
graie: qui s' è impreso a dimoslrarne T inverso, 
quello a integrare sodo cotesto segno. Questo 
teorema utile non solo nella teorica in cui 
siamo ma importante ancora in guelfa degli 
integrali doppj, vi ò stato a dovizia discusso; 
vi si è dimostrato che la proposta integrazione 
noo consiste che in «fuella della Aiitztone sot« 
io il vincolo integrale; e che nella ricerca de- 
gl' integrali doppj è affatto indiflcren le l'ordi- 
ne da tenersi nelle integrazioni semplici se si 
tratta d'indefiniti, ma che può non esseriose 
di definiti si tratta: si è esso apph'cato in se* 
guito nel secondo articolo della presente di 
scussione ad un caso molto trattato dal Cau- 
chy, e da Lacroix annunziato per rimarche* 
volc* 

La grandissima difBcollà che sovente in- 
contra la determinazione delle funziooi arbi* 
• trarie degl'integra li delle equazioni ditTerenziali 
parziali portò il Fourier per evitarla a giovarsi 
Delle sue ricerche sulla teoria matematica del 
calore, degli sviluppi indefiniti delle funzioni 
in serie a coefBcienti ed esponenti firbitrarj. 
La determinazione di cosiffatti coefficienti ed 
esponenti sotto delie date condizioni, alla con* 
siderazione lo condusse di un teorema, clic ri« 
guarda latrasfonnazione delle funsioni arbitrarie 
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in Mni e coseni d'archi multipli. La grave im- 
portanza che questo teorema ba acquistato lu»!- 
le quistioni di fìsica matematica, mi l a por- 
iato di proposito sopra di esso, e a farne cou 
ordine e ragione la discussione. . . 

Il Fourier prendendo primamente di mi- 
ra Io sviluppo io seni venne a supporre e a 
trattare come impari la fanziooe : e sopra di 
questa ipotesi poggiando con un processo sai* 
le eliminazioni successive condotto, è arrivalo 
a delle formole clie si e dato in conchiusione a 
farle vedere con delle considerazioni geome- 
triclie e eoo un esenipioi di non rappresentare 
Ja funsione nel supposto caso solamente , ma 
ancora in quello in cui fosse funzione pari. 
Questa marnerà lalioriosa in se stessa e assai 
prolissa presentava inoltre un essere incomple- 
to, un procedimento indirello e tortuoso. Quin- 
di è che io son venuto altra strada a cammi- 
parvi: e senza alcuna previa supposizione prò* 
cedendo e con quella generalità che la natura 
del caso comportava, sono arrivato mediante 
un processo tacile e brevissimo alle medesime 
conchiusioni analiticlie ; conchiusioni che ho 
ridotto sotto la triplice espressione di Ire for- 
D)ole generali, dalla prima delle quali ne ho 
sul campo derivato quella di Lagrange in prin* 
cipio citata. Quivi rapportando la Formola rap* 
presentante lo sviluppo della funzione in cose-;^ , 
hi che con un processo del tntfo simetrico si 
assegna, si è venuto considerando che queste 
due formolo non rappresentavano al giusto la 
funzione supposta interamente arbitraria , es- 
sendo jcondiziooalo X una a cangiar di segno e 
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r altra a conspnrare lo stesso spgho cangian- 
dolo X, Quindi son vrniilo dalla loro combi- 
nnzione U!)n Irrza a drdiirrìe inlcTn monte ge- 
nerica ed (),i:gollo della sua generale signi- 
ficazione corrispondente , forinola cbe vi ho 
Irasformaln quindi colia permutazione dei ìì^ 
miM soUo frasi più semplici. L' insieme di que* 
ste tre formole costìluisce in sostanza il leore* 
ma che por essere sialo da lui dato con pie- 
na generalità si conosce sollo il nome di teo- 
rema di Fourier; teorema che via di una sot« 
li le analisi lio ridotto sotto V espressione pro- 
pria e peculiare a cui io ha portato il ano 
autore ; teorema che ho esteso al caso gene- 
rale delle fanìEioni ad un numero oualunque 
di variabili; e che combinalo con quello h ibni- 
ziano di differenziare sotto il segno ìolcgra- 
lo, mi lia d;ito con molta semplicità il diflcreo- 
ziale di ordine indefinito dì una (unzioue ar- 
bitraria tanto intero che fratto, tanto progres* 
8Ìvo che regressivo. 

Dopo questa sottile discussione si è pas- 
sato a dimostrare un teorema rimarchevole del 
professore Vernier , rapportato senza dimostra- 
zione nel Bulleliino (t.3. Paris 1 82 5).Qu ivi gio- 
vandomi di un altro teorema anleccdenlemente 
dimostrato , e punto non conoscendo il cam- 
mino dal suo autore seguito^ scn venuto con un 
processo facile e spedito che mi appartiene a 
rappresentare per serie convergente le trascen. 
denti complicale e severo che ne formavano il 
soggetto. Avanti di conchiudere queslo pri- 
mo articolo sugi' integrali difinili non ho la- 
sciato di dare upa sommaria e Ibodamentale 
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COOOSoeiiza delie Irascendenti ellilliche e di far 
meozicme del melcdo d* intonazione per le qua* 
dralure. In eflello riguardo al primo oggetto 
presa la frascendonle ruloriana fondamenlale 
col radicale quadralo alla quarla potenza esle- 
so della variabile, io son venuto trasforman- 
dola a passi larghi procedendo dietro alf ele- 
gante processo lagrangiano: e sali' ultimo dei 
saoi passi mettendo piede mi -sono aperta una 
traversa che mi ha condotto facilmente sui risul- 
tati che Logendre ne avea ottenuto per altra via, 
e che col nome di trascendenti ellittiche avea 
distinto • Intanto si ò venuto dopo ad oltre- 
stendere la considerazione del radicale della 
funzione euleriana, e delle altre trascendenti 
se ne sono ottenute che come figlie di una 
medesima madre alla famiglia delie funzioni 
ellittiche appartengono, e che col nome di Ira- 
scendenti ultrellilliche sono divisate; o come 
a Jacohi ha piaciuto d' integrali aboliani, da 
Abele giomctra I^orvcgio di alto ingegno e 
morto assai giovane, che il primo era stato a 
farne menzione* Ma io non sou venuto punto 
a tenerne conto: la loro origine ne era allora 
di assai recente data e adolescente dirò così ne è 
ancora la teorica. Riguardo poi al secondo og- 
getto io sou venuto rimarcando in che la pro- 
posta ricerca consisteva in generale } e T as- 
sai elegante e soddisfacente soluzione che il 
Legendre ne ha dato« Dopo io son cassato al 
secondo articolo della discussione, aU applica-- 
zione dico dei teoremi dimostrati. 

Le Irascendenti che Legendre ha dello zVz- 
tegraU euleriani perchè il isoggelto di molte 
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bellissime memorie dell' Eulero di cui esli 
mollo si dice compiaceyasi , han formato la 

materia sino in questi ultimi tempi della teo- 
ria più completa che si ha sugli integrali de- 
Hnili, e una risorsa insieme onde facilmente 
si vengono a comparare ridurre e a valutare 
un gran numero di altre trascendenti. Questo 
argomento si è preso di mira per la prima del- 
le applicazioni proposte, discotendoTisi in bre- 
ve con un procedimento per quanto generale 
per altrettanto pieno e sunlime. Si è incomin- 
ciato dunque dall' annunciarvele come Legen- 
dre le ha dato, e trasforraadovele dietro a lui 
sotlo una Torma più semplice e generica. La* 
scinta da parie la segnatura usata dell* Eulero, 
tì si h adottata quella del Legendre , genui- 
namente per r integrale òMo di seconda spe* 
eie, e con qualclie modificazione por quello 
dt prima specie. Quindi giovandomi degl' in- 
tegrali doppj mi ho aperto un cammino bre- 
vissimo elle tostamente mi ha portato alla for- 
mola onde la trascendente di prima specie a 

J nella di seconda si riduce; e così a sempli- 
carne e ad estenderne considerabilmente la 
teorica; formola che T esimio professore della 
Università di Bcrlrno Lrjeune Dirlchlel l)a di 
recente generalizzata e de' risultati importanti 
dice il Liouville nelle note a Navier ne ha 
ottenuto. Traducendo dipoi la formola trovala 
in frasi della notazione euleriana ne ho pron- 
tamente derivato tutte le proprietà di cui essi 
godono. Infatti ne ho sul campo dedotto i sei 
teoremi fondamentali in cui si racchiude tutta 

la loro teoria , e da cui ripetere si possono 
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folte le forinole date dall' Eulero e dal Leg(?n- 
dre: e non potendo venire a cotanti dettagli, 
contento dì rinviare alle opere concernenti del 
primo e alla seconda parte degli ^er^i2;'del 

secontlo, p»T farniì un' applica7Ì()ne son venuto 
per quelli di prima specie a darne in funzio- 
ne dt'Ha notazione euleriana la rappresentanza 
generale e la sua riduzione alta fórma onde 
rba dato il Legendre nella seconda parte ci - 
tata; e per quelli di seconda specie a produr- 
ne la ridnzione in tutti i oasi dei* valori 
della sua cosiddetta radice, in (titti i casi di- 
co di radice intera o, fratta i positiva o oega« 
tii:a. 

Il teorema di differenziare sotto il segno 
integrale è divenuto fra le mani di Eulero lo 
slruotento di un artificio di analisi che nella 
ricerca de*" valori definiti degl' integrali fa una 
delle più nolevoli risorse che i di lui travagli 
ci offrono. 11 Poisson se ne è giovato iu molte 
ricerche di questa fatta: ed io per una secon* 
da applicazione de*^ dimostrati teoremi ho pre* 
so a discutere la valutazione di uua trascenden- 
te da lui trattala nel quinterno pel i8e6 del 
giornale della scuola politecnica. Altra strada 
conducente ad un risultalo più conosciuto cana- 
minando , con un processo alla mia maniera 
condono e molto semplice son pervenuto alla 
valutazione proposta, facendola in coocbiusione 
dipendere dall' integrazione dell' equazione del 
Riccati, eppecò non oflTettiiabye eoli' arlificio ia 
discorso che in quei casi nei quali questa equa- 
zinne riesce integrabile ; e rimarcare facendo 
che può essa in qualche caso servire alia so- 



Digitized by Google 



-57- 

lu/ionc del problema inverso^ ali* integrazione 
cioè (li questa equazione* 

Il teorema d* integrare sotto il segno in*' 
legrale è venato a formare il soggelto della 
terza applicazione. Si sa che cotesto teorema 
un secondo ne conduce ; quello che nel fatto 
analitico di un integrale doppio qualunque sia 
1* ordine seguilo nelle integrazioni semplici, se 
ue avrà sempre il medesimo risultato. Questo 
teorema però generalmente vero quando si trat- 
ta d' ìnt^rali indefiniti , va soggetto a delia 
eccezioni per quelli definiti, abbisognando alle 
volle come il Caucliy e il Poisson han fatto 
costare, di una correzione. La ricerca di que- 
sta correzione lia formalo Y argomento di que- 
sta terza applicazione in un caso molto discus- 
so dal Gaucby. Questo caso e quello di due 
funzioni binovariabili legate insieme sotto la 
condizione cbe i coefiBcìenti diflèreuziali par* 
ziali per ciascuna delle due variabili ne sieno 
eguali. Istituitane la ricerca analiticamente si 
è tosto venuto ad una relazione fra quattro in- 
legrali definiti , in cui la proposta correzione 
sì trova marcala e sotto l' espressione sua prò* 
pria: supposte in questa relazione , relazione 
molto iodata dal Lacroix e su di cui il Gau- 
cby ba più volte ritornato | le due funzioni 
immaginarie , che è il caso sul quale questo 
fecondo analista si è maggiormente fissalo, io 
mi son fatto a rappresentarvi quella correzio* 
ne sotto un' espressione semplicissima e defi« 
Bita: ed applicate convenientemente le formolo 
in^ questa supposizionei a rendere ragione ana* 
litica sono arrivato di uu teorema celebre del- 



r Eulero, di cui mi era per allra ricerca pre- 
cedentemente giovalo, 

L*u80 det teoremn di Fourìer neli' inte- 
fegraziono delle equazioni differenziati parzia- 
li è slato il soggetto della quarta ed ultima 
applicazione. Dopo una breve introduzione ove 
io sialo della questione ho Gssato , ed alcune 
considerazioni ho premesso suH' indole gene- 
rica di ua iolegralo per serie a cui il caso 
appartiene , son venuto ad assumere 1* equa, 
sione generale del movimento d<el calore neU 
F interno de' corpi per raatoria deHa mia di* 
scussione. Due diverse maniere possono se- 
guirsi nella proposta inlegrazìone : una di- 
retta , mnnt'ggiando tutto di seguito Y equa- 
zione ; r altra iudirella , scomponendola ae« 
gli elenf>enti di cu^ i' indipendenza delle sue 
yariabili la fa capace. Per rendere dunque 
completa la dottrina della discussione 1* una e 
r altra io presi a considerare: e dopo aver da- 
ta ragione al metodo onde vi si andava a pro- 
cedere , venni immediatamente ad applicarlo 
airequazione elemento della proposta, ctie il mo- 
Timento lineare ne rappresenta. Ne ho assegna- 
to rintrgrale sotto la forma che il Fourier alla 
sua maniera lo avea dato. Usando opportuna* 
mente di esso , son pervenuto alP ei^prcssione 
alia quale Laplace e< n un processo del gene- 
re di quelli caralleri/zali p r (enialivi analitici 
era arrivato. Ed estendendo q^iesla espressione 
al caso dell' equazione temovariabile dei mo-» 
Timento generale a tre dimensioni^ ne bo otte- 
nuto il proposto cercato. Dopo questo procedi* 
mento indiretto son venuto alla maniera diret- 
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ta di cammin.irvi. Ma a quesb riguardo non 
mi sono fermato che ad indicare semplicemen- 
te la ragione del processo senza punto Tenir« 
ne al fatto analitico ; processo conducente al 
medesfmo risultato, e che oltre della minóre 
semplicità e épeditezsa niente presenterebbe in 
sostamsa di diverso. Iti onesta integrazione lo 
sfato iniziale della variaoile funzione non si 
era supposto che interamente arbitrario: intanto 
i rapporti fisici della questione altri due casi 
presentano, ne quali quello stato iniziale va nel* 
r uno condizionato ad essere rappresentato da 
lina funzione impari, e neir altro da una pari. 
Quindi sono io Venuto a dare integrali per 
questi altri due casi; integrali però insufTicienli 
come ho fatto ivi vedere a rappresentare la que- 
stione con tutta la generalità, e che abbisogna* 
no perciò di umi oorrezione. Il Fourier è ri- 
tornato a tal oggetto nel 1828 sopra di que- 
sto argomento , e si i^ dato in una memoria 
letfii air Accademia Reale delle Sdenzeà'Sod* 
disfare mesto bisogno. Ma egli ha considerato' 
sempre tìsicamente la cosa, e per guanto par- 
mi non è venuto sul fatto che pel primo caso so- 
lamente. Onde dopo aver fatto menzione di 
uesto nuovo di lui lavoro mi feci a discutere 
i proposito r altro caso : e con un processo 
dei tutto analitico assai senóplice e spedito so* 
no pervenuto alla rappresehtaiiza generale é 
completa di esso , e a conchiudcre la di- 
scussione sulle applicazioni proposte e il pri- 
mo articolo deir assunto sulla somma delle 
serie» Sono passalo quindi al secondo articolo 
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cile ha per oggetto la loro iolerpolaziono. 
' Deboli e scarse 8000 le conoscenze di fatto del 
calcolo integrale a questo riguardo. Quindi a 

parlarne in generale e a compimonfo, per quan- 
to r essere trascendente e severo della queslio» 
ne permette, la lio io presa originalmente e a 
priori. Mostrando il rango che occupa nella 
scienzai ho dato un guardo filosofico e genera- 
le air essere razionale dell' analisi: la ho ap* 
plicata alle serie primogenite di essa: ho dato 
a conoscere dogli oggetti di analisi pura per 
così dire indiretti: di alcuni paradossi analitici 
ho trattalo assai marcati nel ramo trascenden- 
tale di essa in cui siamo: ho presentato in fi* 
ne di volo un pezzo di analisi matematica ra* 
nonale e specolativa non mai mancante di uti* 
lità* Intanto per dare una notizia pii^ precisa 
di questo notevole tratto del nostro lavoro, ven- 
go considerando clie T interpolazione di che si 
parla non può guardarsi die sotto due diver- 
si rapporti: T uno culle serie rappresentate da 
voa (unzione analitica, V altro colle serie pro- 
cedenti sotto la legge di un processo uniforme 
e costante di derivazione analitica. Incomin^ 
ciando dal primo , ne ho dato uno sviluppo 
storico e ragionato che lo caratterizza in ge- 
nerale ; c quindi venuto a mostrarne il fatto 
analitico sopra due casi antecedentemente con* 
siderati » sulle serie iporgpometriche dico e 
su (}uelle rappresentate dagl' integraU ealeriani 
di prima specie. Riguardo al primo caso dopo 
ayerne fatto la discussione convenevole son ve- 
nuto ad applicarlo a due serie numeriche, a 
produrne tino air ultimo stadio F applicazione. 
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e a oonebiudervi^ coli* interpolazione rispettiva ' 
dei mezzi termini : quindi son passato al se« 

condo, alle serie cioè procedei) li per deriva- 
zione. 11 80£rqelto intanto primordiale del Tana- 
lisi non ci prest'nta che un sislemri di gran- 
dezze coosistenli soUo la medesima legge; leg« 
ge che sotto il processo si annunzia di una 
derivazione per addizione : la considerazione 
analitica di questo sistema conduce imme- 
diatamente al fatto delle difTerenze : e quella 
di questo fallo immediatamente a due ge- 
neri di calcolo conduce , uno dtìlle funzioni 
diOerenze , e T altro delle funzioni difle- 
renzial! ; ambedue esisteoti sotto una legge 
rispettivamente propria e particolare di deri- 
vazione : un terzo sistema ha incominciato non 
b molto ad esserne consi<lcrato , quello delle 
facoltà, proccdeufo sotto la L'gge di una de- 
rivazione per uìolliplicazìone . A questo pro- 
posilo son venuto ricliiainando primieramente 
dair antecedente Tessere dei due primi sìste'» 
mi, OTe ne area dato alla mia maniera di ra« 
giooarè la genesi algoritmica; e dappoi sulTuI* 
timo a fissarmi di cui non avea ivi punto par- 
lato. La considerazione da' prodotti di fattori 
cquidifTcrenli sembra essere stata quella che ab- 
bia desiato T idea di quest'altro sistema di fun- 
zioni. L'importanza di questi prodotti nel cai* 
coto delle differenze e delle serie dice Lacroix, 
fece sentire P utilità di considerarli pih in par* 
ticolare; quindi di segnarli con una tiotazione 
più concisa onde megfio discuterli j e di legarli 
ad una legge generale costante ed uniforme 
di formazione, onde più faciliueate ricoaa- 
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scèrne le proprìclà. Si venne dunque a portare 
q^ueslo modo di Ibrmazione per fattori sul si- 
stema delle serie a differenze costanti. Dal prò- 
' dotto di un cerio onmero di primi termini dj> 
esse se ne lece in ciascun eroine ma specie) 
di funzioni cosi formale. E siccome quelle del 
primo ordine, della serie dico a prime diffe- 
renze nulle, non erano che le potenze sempli- 
ci;, cos'i attesa la simililodioe della formazio* 
ne,, quelle degli ordini ulteriori si dissero in*, 
genere e per analogia potenze dell' ordine delle 
serie a cui corrispondevana; in maniera ehm 
le potenze dell'ordine m significavano apparfe-- 
nere alla specie di serie ad 7n differenze nulle. 
Ma questo punto di vista non era generale per- 
chè legato ad un sistema parlicolare di serie, fk 
quello delle serie algebriche. Quindi, si è Te- 
nulo in spailo ad estenderlo interamente e 
portarla sol sistema, fondamenlale della scien* 
sa: e procedendovi per moltiplicazione come 
vi si era proceduto per addizione nella genesi 
delle differenze , se ne venne a formare un 
genere di funzioni classificale oggi sotto il no- 
me dlfacollà^; legale fra loro; godenti delie 

Sroprietft assai rimarchevoli ; e che formano* 
sogjg^ello di 00 terzo ramo' fbadamenlale di 
analisi , già venuto a coltivarsi solto la deuo* 
mibazionedi calcolo della facoltà. A questo ri- 
guardo io son venuto a far vedere nel 1772 frav 
Je mani di Vandermoude roriginc di queste 
fuowoni ; a mostrarne sul fatto algoritmico 
la generazione ; sentirne la ootaziooe adot- 
tala nelle lesioni per significarle; conoscerne la 
formola gieoerale Qode sono per essa rappresenti 
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tale; rimarcamo mfine e datiiìffoenie i -iìnm 
fjnAì nei (}uali il sistema si moorapone, sotto 

un punto di vista presentandole tendente molto 
a siili plicìzzaroe là concezione. Dalf esposto ne 
ho sul campo derivalo i quattro teoremi fonda- 
meritali dallo stesso Vandermonde aaauQziiitif 
e che tutte le proprietà analitiche ne racshin? 
dono in generale} teoremi che son Tenuto ad 
applicare alla specie pib semplice ed elemen* 
tare che Arbogast ha divisato col nome di fat* 
toriellc, e che io mi son ridotto a dire con pili gi* 
stazza, parrai e ragione, fattoriali; e a rettificare 
infine son venuto la pretesa idea di sinoni- 
mità tra la fattoriale e la jfomma di Legendre. 
Considerando la funrione nei sao essere asso- 
lato e lelalÌTO del sistema , cioè come una 
funzione composta mt generis tantum , e ve* 
nire non potendo a quei dettagli che molto a 
lungo recato mi avrebberOi sono venuto a rin- 
viarne il lettore alla prima nota della confuta- 
zione della teoria delie funzioni analitiche, onde 
afersene in complemento la trasformazione lo 
sriluppo e la Talutazione • Finalmente pren« 
dendoie sotto la vedala meno generica ai po* 
lenze di diverso ordine; ed applicando al caso 
la data formola generale, son finito coochiu- 
dendone colla maggior generalità la rappre- 
sentanza analitica, non solo per 1* iolefo sisle^ 
ma , ma ancora per le diterse specie di coi 
si compone. 

Dopo questa specie di digressione, neces- 
saria direi perchè sopra un argomento fino dai 
pili classici autori trascurato, io sono ritornato 
sul soggetto principale della questione i che 
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alla detcrmioazione riducasi del difTerenziali 
delle difTerenze e delle fncoltà di ordine frallo. 
X*ulilìtàche può ritrarsi dall'uso de' dificrcoziali 
tfordine fratto non avrebbe dovuto farne scor* 
dare la considerazione. Leibnizio non mancò di 
farne menzione. Ma da lui sino al 1800 non* sap- 
piamo esservi sialo geomclra che se ne sia oc- 
cupalo e die ne avesse parlalo. Fu suU* albore 
di Goteslo secolo clic Arhogast procurò nel suo 
ralcolo delle derivazioni di risvegliarne la dimen- 
ticanza, e fissarne degli analisti rntteuzione. Un 

ÌMCcolo cenno per quanto io oe sappia ne ha 
allo Lacroix nel terzo tomo del suo trallalo 
di calcolo; ed un semplice rimarco il I^aplace 
nella sua teoria delle probabililà • Intanto il 
BrunaccI stabilendo nel i8oa i prioeipj gene- 
rali di un'analisi derivala, in genere, badalo re- 
lativainente alle derivate di orditie fratto un ito* 
rema generale, cbc applicato quindi da lui al 
caso speciale della derivazione delle funzioni 
differenziali c delle funzioni diffcronze vi lia 
conchiuso riguardo alle prime T impossibilità 
della loro esistenza, ed alle seconde che biso* 

fnava lasciarne indeciso se fo3sero o no possi* 
ili. Tale era lo stalo della questione allorché 
io venni a parlarne nel terzo volume in di* 
scorso: venuto dunque di proposilo sopra que- 
sto argomento ho fallo vedere V essere pura- 
mente convenzionale de* principj del Bruoacci 
a ({ueslo riguardo; e T irregolarità della con- 
cbiusione a cui si era egli in conseguenza 
condotto: su i diifereoziali d'ordine qualunque 
un punto di vista vi ho presentato onde ve- 
dere la questione senza che s iocoairasse per 
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le derivate di ordine fralto in generale la pre- 
tosa impossibililà ; ed in particoiace pel caso 
de' differeoziali e delle differenze, contraddi- 
zione alcana colla natura del rìspeltiro loco 
sistema:^ ho mostrato iofiiie sui fatto analilioo 
e concbioso cbe le fuozioni differenziali e dif- 
ferenze hanno un essere reale e non sono in 
generale quantità immaginario. Questa verità 
sembra essere stala in seguito ammessa ed a- 
dottala: e il LiouYille oel i835 nel giornale 
delia scuola politecnica, e il Serrai nelle me- 
morie presentate all' Istituto, soo Tenuti a di-» 
scussiooe sulla maniera di considerarle; di« 
scussione in cui è quindi entrato il professore 
Libri. Dopo questa conchiusione avrebbe do- 
vuto venirsi al fallo della valutazione analitica 
delle tre funzioni in questione, che la propo- 
sta interpolazione domandava. Ma io non bo 
potuto trattenermi pii!i a luogo sopra di questo 
argomento; e non son venuto sopra di questo 
fatto che per le funzioni differenziali solamen- 
te. Intanto per le funzioni differenze potranno 
vedersi due lodevoli memorie date io sonito 
nel nostro giornale lo Siesicoro per gli anni 
i835 e i836 dal valoroso giovane geometra 
D. Gì useppe Zurria, già antico allievo di que« 
sta Università , ed ora accordato a me il ri- 
poso, divenuto professure nella medesima; e per 
le funzioni facoltà riscontrarsi il quinto tomo 
del Dizionario Montfecrier .delle matematiche 
alla parola JacoUà* 

Discusso il caso delle equazioni differen- 
ziali ordinarie si è gassato a quello delle dif* 
ferenziali parziali. Si sa che queste equazioni 
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sono capaci di tre diversi integrali: del eom* 
plelo die abbraccia due costanti arbitrarie in 
ima iadipendenca r^iproca ( parlo sul caso 
delle ternovarìabili ) , dt l generale che le 
abbraccia T una funzione arbitraria dell' al- 
tra , e del singolare che le abbraccia solto 
r espressione di due funzioni delerminate del- 
le Variabili , Ho dato la teorica del com* 
pleto nel secondo volume; quella del gene« 
rale nel quiirtp all^ occasione di mostrarne 
Tessere geometrico; e in questo terep quella 
del singolare, alla quale son venuto end* evi- 
tare la specie di lacuna che ne sarebbe risul- 
tala nelle materie dellMulero corso, e che at- 
tesa la natura dal processo che vi ho seguilo 
ho potuto inserire è trattare copie un uso <lei 
completo. Son Venuto dunque a metterne pri- 
mamenle sottocehi la natura analitica: ad as* 
segnarne dappoi le condizioni sotto le quali 
si veriGca con delle lormole che mi appar- 
tengono : ho ridotto queste formolo a quelle 
di condizione date alla sua maniera dal Bru* 
Dacci per la sua esistenza. Quindi rimarcando 
come il processo coadotto suir equazioni ter- 
novariabili si estende a quelle di un numero 
maggiore e agli ordini al primo superiori, ho 
conchiuso mostrandone eoo un esempio ai casi 
particolari T applicazione. 

Conchiuso quanto dovea dirsi sugli usi del« 
le equaziofù dilfereosiali a variabili dipendenti^ 
io eoo passato alle equazioni a varcabili indipen- 
denti , non considerandone la questione che nel 
problema de'massimi e minimi dalfa banda della 
pura analisi I e riservaudoue la coasiderozione 
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gnomolrica poi qunrio volume. Soguendo dei 
iuetodi ragionali con assai di laconismo , le 
0)aterie disponendo coli' ordine il più iogioii 
e strcKo , V allocuzione conducendo con bn^ 
Tiià| mi è Tenuto di riuoìre in poche pagÌM 
tutto quello direi che di essenziale jneieme a 
di generico si lia in una materia si severa • 
incompleta, severa tanto e incompleta che Io 
egregio Cav. Brunacci dopo averne prodotto 
il Irallalo più esteso ei dice ciie se ne ha, aa* 
strisce con candidezza di crederlo non man- 
cante dì diilicoltày e di non manoarne egli 
slesso. 11 renderne conto a minulo mi ccMidur* 
rebbe più a lungo di ouaolo alla presente di^ 
scussione compete. Onde dico soltanto cosi di 
fuga che dopo esservisi ri a odalo il principio 
filosoGco della questione, si è venuto ad ap- 
plicarlo alla queiMofle proposta de' massimi 
e nìinimi in genere 9 e a decifrarne T essere 
analitico rispetlifamente al caso dei diifiereo- 
2iali ordinai} e a quello delle ?ariazioat : <f uiii- 
di a discuterne si è venuto il primo caso in 
generale per le funzioni di un numero inde- 
terminato di variabili e in complemento di 
quanto se ne ^ra detto nei primo volume, e ad 
applicarne i risultali alle funzioni binovaria* 
bili: dappoi 9l secondo si è passato relativo 
air ipotesi delle variaziofii. Intanilo le funzioni 
possono esservi finite, differenziali o integrali: 

fier le finite se ne era parlalo nel primo vo- 
urne ; e fatto riilellere che Quanto se ne era 
ivi detto sulle binovariabili alle moltovariabili 
poteva estendersi , si ò venuto sul caso delle 

dji%^Qz|4i* G^da^it il em totUi tulli 
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gli aspetti, ho proceduto con applicarlo ad un 

f)robleraa particolare che non era sialo final- 
ora proposto e Irallato clic sul fallo geome- 
trico ; che io ho presentalo e discusso nelle 
forme aoaliticbe in tutta T estensione dì cui è 
capace; e che ammettendo due soluzioni di- 
stinte non si era anteriormente tenuto conto 
che di una soltanto. L* ultimo caso in cui la 
funzione fosse un integrale indeterminato venni 
in seguito a Iraltarvi. 

Ho diviso tale questione in due parti; ijnel* 
Ja nella quale la funzione è a variabili indi* 
pendenti, e quella in cui ne ammette inol>« 
tre delle dipendenti . Si soddisfa alla pri- 
ma parte nella maniera la più generica : vi 
si cercano ed assegnano le relazioni necessarie 
fra le variabili onde T accidente abbia luogo: 
quelle vi si definiscono relative al criterio che 
ne determinano la specie: due esempj vi si 

1 producono onde illustrarne appieno còl fatto ' 
a proposta analisi • Quindi si passa alla se- 
conda parie : se ne fissa la differenza dalla 

f^rima: se ne dà un'idea tutta generica onde 
(irne sentire T estensione e T impossibilità in 
cui siamo di risolverla non solo in generale, 
ma con vbte eziandio assai ristrette e speciali: 
se ne mostra infine sul fatto del caso più sem« 
plico della composizione della funzione Tessere 
analitico. 

Venni dopo questa discussione all' uso del- 
l' integrazione nelle equazioni a differenze , 
prendendovi di mira due rimarchevolissimi og- 
getti ; la somma delle serie ». e 1* analisi del 
caso e delle probabilitài che ti sono inlima* 
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mente legali . Incominciando ho richiflmato 
in prinfìo luogo il leoroma fondampnialo che 
nel secondo volume soUo il numero (t,^5) si 
era dimostralo, e che venni melkodolo sotto 
iiDa forma propria aH* applicazione ; teorema 
niereè di cui conoscioto il termine generale 
di mia serie e il suo integrale 9igma se ne ha 
immediatamente il sommalorio . Ma la diffi- 
colla di assegnare cotesto integrale ci dimo- 
stra quanto poco debba essere avanzala la so- 
luzione generale di questo problema. Io dua« 
que ho preso a condurre con vedute proprie 
la questione, onde darle tutta quella genera- 
lità di cui mi è sembrata capace nell attuate 

f periodo della scienza. Ho preso a con.siderare 
e serie nel loro essere primilivo, in cui non 
ci si presentano che solto Taspclto di serie ri- 
correnli. fio rappresentato in genere il sistema 
di queste serie per un'equazione a differen- 
ze: ed assumenao un'equazione cosiffatta di 
ordine indeterminato, vi no «'sposto i due me* 
lodi generali allualmente conosciuti, l'alcm- 
bertiano cioè e il lagranpìano ; c l' integrale 
rispettivo ne ho porlato. Applicando quindi a 
questi integrali il predetto teorema , lio dato 
sotto Tuna e l'altra espressione la rappresen*- 
tanza generale dei termine sommalorio. £ dono 
avervi prodotto delle osservazioni proprie a n:i*' 
sare i' indole relativa dei due termini gene- 
rale e sommalorio, e defìnila la loro dipendi nza 
reciproca, son venuto illustrando il lutto c n 
quattro colabilissime -applicaziooi: ai falloriali ; 
alle serie a differenze cotlaoli; ad un sistema 
dì serie da u' equazione a co^iiienti costanti 
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éi temi ordine rappmenlalo ; ad mi genem 

di serie da un equazione significalo a coeffi- 
cienti variabili: applicnzioni che si sono con- 
doUe con processi elevati e proprj dell' essere 
trascendenle del caso; che a delle considera- 
ximi rimarcheroli banoo portato sulle teoriche 
rapeltivaffleote concementi; che delle prrtprietà 
luoì iallo rilevarri torse non prima oonoeciote; 
che sino airoUimo passo, alla efemplificaziooo 
numerica^ si sono prodotte. 

Contemplalo il primo de' due proposti sog- 
getti si è venuto al secondo , ali analisi dei 
caso e delle probabilità. Entro in questo ar* 

Cento stabilendone i principj filosofici e le 
tole fondamentali; e quincu propoaendon 
dne questioni a risolvere ; V una assai strana, 
relativa ai giuochi di sorte ed azzardo; Tal-* 
tra molto sublime ed astratta , alle delibera- 
zioni de' corpi morali . La prima che da più 
equazioni fra le variabili dipaule, e che ba per 
cggetto dì definire se preso a caso da on sacco 
iin pugno di monete debba riuscire pari o im» 
fàrìf r ho risoluta col nolo metodo ai elimina- 
zione insieme e d' integrazione • E la seconda 
che da equazioni a differenze parziali di se- 
condo or(Iinc dipende, che per quanto io ne 
sappia non finallora sottomessa ai fatto anali- 
tico, e che il Laplace solo vi ho veduto razional- 
mente interloquire sul proposilo delle decisioiu 
nelle cause criminali , è stata da me trattata 
e risoluta con un processo non prima conve- 
nientemente usato e seguito : iu effetto posta 
in equazione la questione son venuto sottomet- 

.toodola al gietooo geaeiale oonncinenfai à' ior 
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Icgraztone del Lagrange , e ad assegnarn la 
rappresentanza analilica della protiabiiità reUh 
tlya alla giosUzia della dbcisione: prodotte aU 
ernie riiiierclia?oli osaerfazioni wal carallem 
aoaHtico di essa , anrt passato a delermioarn 
la costante arbitraria : e venuto sul concreto 
ppr fissarne il criterio morale, son finito ap- 
plicaiidola ad un caso speciale, e con produrvi 
diversi rimarehi razionali sul modo specola* 
tifa di federe e di eondurre questa tpeeia eoi* 
laolO' varia ed ttlraita- di qaestioou 

Dopo gli osi. deir integrazione delle equa* 
Eioni a aiflerenze non reslava per compimento 
della presente lezione che quello delle equa- 
zioni mescolate, a dìfierenze-differenziali . Ma 
questo ramo di analisi molto utile nella rap- 
presentanza analiiica delle questioni geometri* 
aha e di uso tanto apprezzabile nella teorica dèi* 
le serie , non; ha iocomiooiato che di recente 
ad essere per mano di Condoroet e Laplace 
coltivato • in tanta vicinanza di origino, e di 
deficienza di conoscenze, dopo averne dato in 
conchiusione del secondo volume un saggia 
elementare , soa venuto produoendo in questo 
terzo I'usoh pib marcato die se ne è forse latta 
ftcheseneconoica;, qiaest*uso puramente ana^ 
litico che riguarda il caso pib severo e subll- 
me delle equazioni in discorso , quello a dif- 
ferenzc-difierenziali parziali, non ha per og- 
getto che la ricerca delie radici delle equa- 
zioni per approssimazioae. La sua dipendenza 
da un problema concernente di analisi, mi ha 
fiortato alla soluzione generale di esso: eque» 
sta aoluzione dail* inlegrazmne dipendendo d*- 



un' equazione della specie di cui si traila, ha 
fallo che io avessi da essa incomincialo. 
fatti Tenni primamente con un metodo assai 
sottile air integrazione rimarchévole' di cotesla 

equazione. Giovandomi delta somma inlograle 
che ne avea trovato, son venuto a (lare la so- 
luzione gpneraìo del predetto problemn, <> ad 
averne un risultato in serie • SemplicÌ2?ando 
replicatamenle r espressione di questo risultato 
mi son fatto a ridurla a quella (Iella serie con* 
cernente che se ne deve a Lagrange il ritro* 
Tato . Applicando infine questo risultato cosi 
ridotto alfa ricerca proposta delle radici di una 
equazione di gra<lo inde temi inalo , son perve- 
nuto ad una serie che per portare la questione 
sino airultima sua considerazionei ho sul caso 
portato delle c(|oazioni di secondo grado. 

Per compire la discussione del presente 
Tolume mta ancora a parlare degli usi arit- 
metici dell' infegratione , soggetto della sesta 
lezione. Per quesfoggetto si ò venuto con una 
specie d*^ introduzione prevenendo che questa 
seconda parte dell'assunta discussione non può 
portare come la prima la medesima classifi- 
cazione di dire: la deficienza delle dollrine che 
la riguardane non permette di distribuire gli 
usi in questione corrispondentemente alla tri- 
plice divisione delle equazioni a diflerenziali , 
li differenze e a difTerenze-dlfferenziaU , e ci 
obbliga ad un dire breve e ristretto. Non si è 
lasciato però di produrvi colla solita e dovuta 
chiarezza -filosofia e laconisiBO dei pezzi rimare 
chevòlt e sublimi. Ho datb un saggio delle ri«* 
sorse proposte dal Laplace per la valutazione 



approssimata delle funzioni da grandi numeri 
dipendenli; 2^ fn riduzione finale della rap- 

I presenta nza analilica de' coefficienli dello svi- 
uppo delle potenze dr i polinoinj: 3« alcune ri- 
cerclìe ^sulla leoria dei numeri . In eflello i» 
nell'analisi delle probabilità s' inconlrano di 
frecfuenle delle funzioni die per la loro valu- 
tazione esatta domandano de calcoli numerici 
si lunghi e prolissi che riesce impossibile di 
conchiuderla col falto: tali sono quelle funzioni 
in generale composte di un gran numero di 
termini e di fattori: tali sono gP integrali eu** 
reliani in particolare quando gli esponenti in 
essi contenuti sono molto grandi. Quindi fa bi- 
Spgno in lale caso di ricorrore all' approssima- 
zione. Laplace fra lo raomorie deirAccademia 
Reflie delle Scienze per gli anni 1778 e 1782 
ba dato un metodo utile per soddisfarvi . La 
valutazione delle funzioni nel caso iu questione 
può coQsiderarsi eome ridocenda a quella de- 
gl integrali de' prodotti di fattori ad alte po- 
tenze elevali. Questo punto di vista di cui ho 
dato io ragione, portalo dal Laplace nel suo 
citato metodo, lo ha nella seconda parte della 
sua teoria della probabilità condotto a rappre-. 
sentare cotesti integrali con delle serie di uqa 
soddisfacente^ approssimazione, serie cbe ha in 
seguito applicalo fra gli altri oggelli a quello 
di che si tratta . Non potendo entrare in tulli 
gli usi che il celebre autore ha fatto del pozzo 
concernente , e in tutti i dettagli ai quali à 
venuto $ io mi sono limitato ad esporne con 
ragione ed analisi le idee fondamentali: e ri* 
mettendo onde il tuUo Tederae alla ciiala Teor . 
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na, son venuto a mostrarle sul fatto analitico 
di una Irasoendente , di cui grinfegrali eu« 
leriani di prima specie sùtio oa caso parti - 
colar». 

2* ììopti tanto ricorelte sullo sviluppo del- 
le potenze ilei polinomj fu Giacomo Bernonlli 
il primo eh'? venne a darci una I<^g2;e geno- 
rale miìe i coefficienli vi progrediscono . Ma 
il suo inelodf) mancava della necesMrià e do* 
vota jtemplicità • Quindi il Fobtaoa e dapo di 
lai datb mia banda il Lagrange, ne diedero 
mvdianle Taso piti ofdinario del calcòlo difl^ 
renziale una Jissai semplice : ma ossi sì arre- 
sfarono a rappresontnrvi quei coefficienti Tuno 
dipendentemente da tulli gli altri precedenti , 
come abbiamo nt*lki discussioue cìA primo vo* 
lume rimn+ralo; rappresentanza ehe ift seguito 
r i^sfmio Pr. Guglielmo Libri è Y<*nulo per la 
prima tolta a portare tino alf ' ultimo ff^atto 
ael(a sua espressione analitica ; quella cioè di 
darli indipendentemente Tono dalT altro, e solo 
da quelli del dato plinomio dipendenti. Su que- 
sto proposito io son venuto esponendo alla mia 
iMoiera il processo di questa riduzboe finale,- 
^permettendomi dei segni propri e speciali al ca<^ 
80„ onde reiideryeio più semjpJioe e dittetrieo; 
tenendo conto di una condizione che nel pro- 
cesso libriano non ritrovava e senza la quale 
quel resullato non si avrebbe; e producendo per 
la loro rappresentanza una formoia simboUcà 
simile a quella cba il prelodato geómetia né 
avea dato ma sotto altra espressione, fi>rmola 
che m conchiurioiie ho dietro a lei appHMè 
atta divisìbililà dei numeri , e cbe nonoslanto 
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lasciata nella generalità non lió mancato di pro- 
coranri la magiarinre espressione a cbiareisa. 

Due ogi^ctti si sono presi a conside- 
rare in quesf ullimo articolo di questa le- 
zione: l'uno relativo alle proprietà de* nu- 
meri primi; T altro ad un principio fondamen- 
tale della teoria de* numori, invero si richia- 
mi in primo luogo che i numeri primi sono 
oosl irregolari e difficili a riconoscersi che non 
si sono né si potranno forse mai legare ad al- 
cuna legge analitica onde rappresentarne il si- 
stema , e le proprietà generali condurne. No- 
nostante questa mancanza non si è lasciato di 
scoprirvi però in particolare nn gran numero 
di proprietà , fra le quali io ho posto in di- 
scussione la legge onde rappresentare nel loro 
procedimento naturate il numero dei termini 
dal primo sino ad un limite dato, e il teorema 
di Wilson. Legendre rapporta una formola em- 
perioa rappresentante cotesto numero d'i t(M*mi- 
oi : ed io son venuto dimostrandola colle ri* 
sorse del calcolo sublima ; portandola sìna al 
fatto nomerieo » ed applicandola alla somma 
della serie reciproca di essi. Il teorema di WiU 
SOD deriva da quello di Fermat, uno de* prin- 
cipali dice Legendre sopra i numeri primi , 
Lagrange è slato il primo a dimostrarlo: e l'Ku- 
lero e Laplace vennero in seguilo ad occu- 
parsene, io ho dato la dimostrazione di questo 
rimarchevole e fiimoso teorema uso facendo 
della teorica delle differenie , e che ho con- 
ebioso con un rimarco utile alla tecnica sua 
considerazione. Dopo ciò sono passato al secondo 
oggetto, ai principio generale della tcM>ria dei 
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numeri. Questo principio proposto dai profes- 
sore Libri è foadato sopra il punto di yista 
che qualunque ricerca della teoria dei numeri 
non si riduce che alla risolusione in numeri 
interi e positivi di un'equazione indeterminata 
a coeflicienli numeri interi; punto di vista che 

10 son venuto dapprima a fissare stilla ragione, 
e di poi sopra di esso mirando son venuto dietro 
l'idea dell*es:mio citato professore alla dimostra- 
acne dei duo teoremi fondamentali ai quali ri-» 
dueesi» Quindi producendo qualche aiUicoltà 
che si presenta allorcbl» si viene sul fatto delPap? 
plicazione, e rimettendo alia memoria dell* au- 
tore ho posto termine a questa sesta Iczionei e 

11 terzo volume concbiuso. 
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QUARTO VOLUME 

(Tomo (érso'parte Mcoada) 

Sulià éeitima lezione della metodolof/id in* 
versa della matematica sublime versante 
Mugli usi geometrici deW integrazione. 



Vi usi geometrici deil* integrazione for- 
roano il soggetto di questo quarto ed ultimo 
Tolume. Sotto di questa eouuciazione si sono 
raccolti come in sistema una moltipiicità di 
opuscoletti più o meno estesi secondo che il 
caso richiedeva. Questi opuscoletli concernen- 
ti r alla geonaetria relativamente al calcolo 
subh'me, si sono disposti nel sistema ad ordi? 
ne di materie sotto la stessa classificazione ana- 
litica delle equazioni, onde lo sono stati nel- 
la quinta lezione a riguardo degli usi air 
gebrioi: trattano essi delle materie piìi recenti 
e sublimi: i metodi vi si conducono con ma- 
niere sempre a priori e dirette : del pi*ocessi 
sempre vi si danno ragionati e brevissimi: 
un aire infine vi si sostiene ohe quantunque 
geometrico» sempre alP immaginazione diretto 
e non ali* occhio colle figure, che nel caso in 
discorso delle Talsc idee comunicherebbe^ e che 
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coli* istessa imroagioazione rellificare dovreb- 
boQBÌ. Posta questa specie di preltmioara do* 
po aoa breve e rapida inlrodusione io ìboqo 
. entrato in materia* 

Nella settima lerJone del primo volume 
non si era risln^tla la discussione degli usi di 
cui si paria che alla goomclria a due dimen- 
zioni nei suoi rapporti col calcolo diretto. Quindi 
per completarla nella generalità del dire , io 
aón tornato sopra di essa, ed assunto come in 
una specie d* introduzione ad estenderla a qael* 
la a tre dimensioni. Per non dare dunque al 
seguito di c)ucsla discussione la divisa di una 
digressione son venuto presentandola in fronte 
del volume, pria clic l'ossi venuto sul fatto del- 
ia proposta classiticazione delle equazioni ; e 
con delle applicazioni condì in dcndola alla teo* 
fica delle integrazioni delle funzioni. 

Per soddilare a questo assunto io mi son 
fatto a consiilcrare le superficie curve similmen- 
te alle piane sotto un doppio punto di vista , 

anello dico del loro paragone e delle loro in- 
ividuali proprielò. Il paragone non si riduce 
che alla considerazione dei loro contatti, e la 
ricerca delle loro proprietà individuali che a 

3 nella delle loro quaarature e delle cubature 
e* volumi elle iiìviluppano. Sul proposilo dei 
conlatti procedendo sempre sulle vedute lagran- 
giane, io son venuto dapprinui a produrvi al- 
cune obbiezioni mosso dal Cauchy contro le 
medesime; a ricliiamare presente la nuova teo< 
ria da questo illustre analista.proposta» a faroe 
sentire 1 insuGBcienza, e a dare di quelle obbie- 
zioni la soluzione. Quindi son vcaulo a pré* 
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tentare il punto di vista onde de?e guardarli 
V accidente del coolatto io discorso; punto di 
vista, ho (alto rìmarcarey di cui potrà mollo 
giovarsi a prevenire la maggiore delle predcl* 
le obbiezioni: vi ho io dato le condizioni analili-» 
che che ne classificano i diversi ordini; appli* 
calo la prees^osta teoria alle due importanti 
ricerche del pianò tangente e della sfera osca* 
latriee ; determinato infine le circoslanse che 
ne caralteriuano la prima, e V tmpossibililà di 
recarne in generale ad effetto la seconda. 

Le curve a doppia curvatura considerate 
nel fatto delT intersezione di due superGcie cur- 
ve non sono rappresentate analìticamente che 
dalle equazioni di esse* Quindi dopo aver mo« 
stral<> con di passaggio come la teoria del lo* 
ro conlatlo si deduce per mezzo di questo prin* 
cipio dair aozcsposta per le superficie curve , 
son venuto a considerarne il caso speciale del- 
le tangenti e del cerchio osculatore , a darne 
la rispettiva rappresentanza anaiilica, e a pre- 
sentarvi la generasioue delle evolute che ai 
fecondo caso appartengono. 

Per la quaaratura delle superficie curve 
avrebbe potuto applicarsi come il Urunacci lo 
ha fatto , il metodo lagrangiano da noi segui* 
to nel volume primo per la rettificazione e 
quadratura delle curve piane: ma 1* amore di 
essere sempre facile e breve altra strada mi ha 
iaUo tenere. Il metodo dei piani coordinati or-> 
togonali è il metodo ordinario onde oggi si 
eseguiscono le ricerche delT alta geometria. E 
a questo metodo che io ne ho appoggiato quel* 
^ di cai si tratta. Quiodi ad uu sistema di 
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tre plani siflaUi In superficie in discorso rap- 
portando coli* immaginazione, son vomito con 
un processo rngioDalo semplice spedilo ad as- 
segnarne l' integrale doppio che in generale 
la rappresenta* Con un processo simile ragio- 
nato sempre e con maniere analitiche iagran* 
giano sempre condotto, son arrivato* in segui- 
to determinando la funzione integrale che la 
cubalom esibisce del yoinme dalla medesima 
compri^so. K fìnalmenfe il rimanenle caso del- 
la rcllilicaziont» e (juadraliira dello curve soli- 
de trattando come corollario direi delle curve 
piane , son venuto a darne la rispettiva rap- 
presentanza analitica. Recala a Gne così la di* 
scussione proposta a riguardo del calcolo di- 
retto, son p<'issato a mnstrarne qualche uso nel 
calcolo inverso, nella teorica dico dclT integra- 
zione delle funzioni. Il problema conosciulo 
sotto il nome di Enimma fiorenlino^ proposto 
e risoluto per la prima volta dal Viviaoi , e 
dair Eukro molto discusso , è stato il primo 
uso che io presi a farvi, fn questo^ problema 
celebre non si domanda che di aprire iu noa 
volta emisferica quadro fincslre tali che la su- 
perficie reslanle riuscisse quadrabile. Posto 
ounque in frasi algorilmiclie il quesito son ve» 
nulo assegnandovi l' integrale doppio dalla di 
cui determinazione fra dei dati limiti la solu- 
zione dipende. Intanto nella ricerea de' valori 
definiti degr integrali doppj s* incontrano dei 
casi nel trattamento dei quali bisogna avere 
dei riguardi particolari, e la di cui trascurao- 
za ha fatto alle volte cadere taluni geometri 
dice il Brunacci io gravi errori* Uuiodi iio ore- 
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dolo pria d* iaollrarla produrre a questo pro- 
posito alcooe osserrazioaiy che portando io se- 
guilo convenientemente air applicazione del 

caso, sono arrivato a coadurla sino al suo ter* 
mine, ed ottenerne un risultato assai curioso 
dice Lacroix, che addimostra il trilineo rima* 
sto del quadrante della volta sottraendovi la 
chiesta uoeslra, eguale come il Viviani ha tro« 
valO| al quadrato del sao raggio* Ua secoa* 
do uso ancor pib generale ho fatto delle trova* 
te formole nelP enunciazione del medesimo pro- 
blema, quello della ricerca della solidità del- 
r istessa volta emisferica; ricerca che ho 
eseguito derivandola da un caso più generalCf 
dalla formola ciob rappresentante il volnme di 
un solido formalo da quattro piani norinali 
salla base orizsontale della volta innabali , e 
che vanno in essa a finire; ricerca dico che 
ho sino air ultimo risultato condotto, conchiu* 
dendo sul concreto la cercala solidità. Un ter* 
so uso finalmente ho prodotto delle formole 
ffenerali in questione nella ricerca della super- 
ficie d* una cufK>la di forma primilivai aven* 
te cio6 per centina la catenaria ; e che geo- 
metricamente presa dalla rivoluzione sul pro- 
prio asse di una cnrva siffatta c generata; uso 
in cui particolarizzando la forinola generale al 
caso dei solidi di rivoluzione competente^ sono 
arrivato a quella data direttamente nel primo 
Wume citato delle lezioni, e quindi per essa 
a rappresentare in serie ordinata a potenze pa« 
ri ed ascendenti del raggia della base la su* 
periìcie in questione della cupola. 

. Dopo questa specie d* ioiroduziooe teodea- 



ie a completare sotto il preso ponto di Tisla 
di osi deirinti'grazione la teorica delle curve 

■ e delle superficie curve in dello primo volu- 
me iocominciala, son passalo al fatto delle ap* ^ 
plicazioni proposte , cne ho condotto sotto la 
triplice classificazione già adottata delie equa* 

' zìoni. Incoroiociando dal mettere sottocchio il 

{»ano del mio dire e dalla copsiderazioQe del* 
e equazioni a defferenziali ordinarie, mi*S0Q 
' fatto a mostrarvi primamente la significazione 
geometrica dei loro integrali completo e sin- 
golare. Ed attesa la restriltezza delle conoscen- 
ze attuali nella geometria Irascendeoteinoo potea* 
'do soddisfarsi nlT assunto die mostrando con 
qualche esempio il modo di conduryisr nei di* 
Versi casi che occorrer potranno, io ho preso 
a trattare il problema delle Irajeltorie; proble* 
ma celebre neil' origine dei nuovi calcoli, pro- 
posto da Leibnizio per tastare il polso ei dicea 
ai geometri inglesi| discusso sempre ali* ingran- 
de dair Eulero , e da tutti i moderni quasi 
rapportato* Dopo averne dato la soluzione ge* 
nerale son tenuto ad applicarla alla rioeroa^ 
delle trajettorie delle linee di secondo ordine, 
ónde darne a vedere tutte le operazioni e i detta- 
gli in particolare; applicazione che ho conehiu- 
so mostrando in ciascuna delle linee compo«> 
Beoti il sistema di cotesto ordine, T indole del* 
la 9ua rispettiva trajettoria* 

ilo' altro prohlema analogo al preoedeàtai 
hà risòluto pure il Leibnizio; problema che ei 
dà a vedere T origine degl* integrali siogolarir 
risalire all'epoca slessa del calcolo integrale 

e uoa coooficcQza di (alto ci. porge .(iel |6|(aH 
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Cere che li disliagae dai completi , A questo 
proposito ho io incominciato mt dare un* idea 
filosofica e fondamentale della rapprpieotanxa 
geometrica di èn' eqaaiione óe* suoi rapporti 

colla variabililà delle costanti arbitrarie; con« 
siderato come un' equazione integrale ; e che 
per fissare V indole della questione ho partico* 
larizzato sui caso delle equazioni binovaria* 
bili con un* arbitraria o parametro : ne fao 
quindi considerato la significaslone quando qne* 
si* arbitraria vi è costante e quando Tariabilé» 
cioè quando Inequazione rappresenta un inte- 
grale completo o singolare ; ed ho posto così 
sottocchio il nodo geometrico onde questi due 
integrali sono tra loro legati. Data onesta fon* 
damenlale e filosofica conoscenza delia que- 
stione son venuto alla soluzione del problema 
proposto ; che ho condotto dapprima alla mia 
maniera, e dappoi alla maniera meno diretta 
c generale onde vi ha il Leibnizio proceduto. 
Questo geometra ha preso per data della sua 
soluzione V essere geometrico stesso dell' equa* 
zione che dovea definirsi , e che io in effetto 
ho definito direttamente e a priori. Egli punto 
niòo giovandosi delle risorse del calcolo ai sua 
invenzione , venne immediatamente sopra una 
equazione finita per mezzo della quale arrivò 
a quell'altra che dà la soluzione del problema: 
e punto non fissandosi sulla prima che un'aU 
ta soluzione distinta ne dava , e che nel prò; 
tèsso da me seguito T integrale completo vi 
significata, mancò di riconoscervi la doppli- 
OM delle solusiooi di ciii fi caso era. capace, 
pari U Bemoulii nella soluzione che diede 
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di questo problema punto non riconobbe siffatta 
singolarità di calcolo, che il Taylor in seguito 
sospettò, che Clairaut e il P. Riccati no(arono, 
a regola sottomise T Eulero, ctie il Laplace di- 
nettamente traUò, e il Lagrange infine legò ad 
una teoria generale • Per marcare con distin- 
lione e chfareiza la dupplicilà delle due sola- 
zioni di cui le equazioni in discorso possono esser 
capaci j io ho preso a risolvere un altro pro- 
blema a tale oggetto ordinariamente proposto 
da' trattatisti. In ciò fare io ho proceduto assu- 
mendo an problema piò generale, che olire il 
proposto un altro ne abbraccia; e bo dato cosi 
in una volta la soluzione di due prdblemi cbe 
non si erano sino allora trallaii che divisamente 
e come se T uno indipendente dall' altro. Posto 
dunque in equazione il problema ne ho cer- 
calo la soluzione analitica: e cundoUo al dop- 
pio risultato di un integrale singolare e di uno 
completo, ne bo notaio di entrambi la rappre- 
sentanza geometrica rispettiva e il gruppo onde 
si annodano. Quindi parlicolarizzato il caso ge« 
aerale a quello del proposto problema , ne bo 
avuto come un corollario il risultato ad esso 
competente : e indi lasciando di oltresteodere 
la discussione geometrica sulle equazioni dif* 
ferenziali ordinarie, son passalo a quella soUe 
differenziali parziali. 

Su questo proposito io non mi sono fissato 
cbe alla signincazione geometrica assoluta e 
relativa dei tre integrali completo, generale e 
singolare di che esse sono capaci* La conside- 
razione intanto di ootesta significazione trova 

in qodta del conlatto delle tupeffifsie da' pce^ 
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di'lll iolograli rappresentale, la sua vera e foD- 
dameotalc risorsa. Do^ averlo dunque conte* 
stalo con delle osservazioni concernenti, mi soao 
rapportato alia féorica di questo accidente per 
soddisfare alP assttoto. Il problema che ootesia 
teorica si propone di risolvere non si riduce 
in sostanza che data una curva o superficie 
curva determinare V essere del suo contatto 
. ^con un' altra del pari data, o viceversa deter- 
inioare la curva o superficie curva cbe gode 
con un'altra data la proprietà di un contatto 
. dato. Il primo caso che forma il problema di- 
. retto de^ contatti , è stato da me discusse nel 
primo volume , ed in complemento sul fronte 
di questo quarto: e il secondo che il problema 
inverso ne forma , è quello a cui si rapporta 
la questione presente. Quello non dipende che 
^all analisi immediata delle equazioni differen* 
ziali date dalle sue condizioni: e questo dal loro 
integrale; integrale che apparterrà ad equazioni 
binovariabill se il coniano proposto sarà tra 
curve piane, ed a lernova riabili parziali se sarà 
Ira superficie curve • 11 primo di questi due 
casi dunque verserà sulla significazione stessa 
che ho precedenlemenie ed altrimenti discussa, 
e cbe per rendere completo nel presente as* 
sunto 1 uso di questa teorica son tornato con 
essa a trattarlo come una specie di preliminare. 
Quindi prendendo la cosa con tutta la generalità, 
ne ho limitato la discussione al semplice con* 
tatto di primo ordine , non estendendola agii 
ordini uUerieri perchè moUo e sempreppiù a*" 
alratla e complicala ne riunirebbe. 8on .venuto 
in seguito per la sua maggior chiare^ ad il* 
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lustrarla con un esempio conducente alla linea 
retta, inviluppante di una ramiglia di ellissi o 
iperbole; e in coachiusicne per dame a ve* 
oere come le avanprodolte consideraziooi ve* 
Divano iannedialameotc ad applicarsi alle qua* 
stioDi di geometria , mi aoo Catto ad usarne 
per la dimostrazione di un teorema dato da 
Apollonio nelle sue coniche, e sono arrivalo 
ai medesimo risultato a cui è pervenuto il Bru« 
necci dimostrandolo diversamente. Son passato 
quindi al soggetto principale della proposta si- 
goificasioae , dell* essere dico de* tre integrali 
completo generale e singolare come io un grup- 
po annodati in una equazione a differensiaii 
parziali. Questa ricerca può avere un oggetto 

«uramente analitico o analitico geometrico • 
lei primo caso V equazione può essere come 
a tre co^ ad un maggior numero di variabili, 
nel mentre che ai secondo una di tre esclu- 
sivamente ne compete. Guardando dunque la 
questione con questo punto generico di vista, 
io son venuto fissando il soggetto della di* 
scussione sulle ternovariabili come il caso più 
semplice in generale e insieme competente al- 
r uno e aU* altro oggetto della significazione 
io questione « Intanto per caratterizzarla nel 
fistio geometrico bisognava conoscerla in quello 
analitico che ne è il fondamento e il firincipio» 
Quindi è che io venni dimostrando in primo 
luogo r essere e la connessione analitica dei 
tre integrali di cui si tratta. Ne avea io par^ 
lato nel Wame preoedente ma non a sufii-> 
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maggior cliiarezza il dire su d'equazione diar« 
gomento particolare , soo veouto coDcbhiden^ 
dovi che i tre integrali di che si parla ana* 
Hticamente considerali , non sono che una me* 
desiala funzione determinata delle variabili eoa 
due costanti arbilrarie: funzione che prosa iso* 
latamente soddisfa ali* H|aaitooe differenziale 
parziale a cui appartengono quale integrale 
completo; coesistente con un'altra rappresen- 
tante una dipendenza indeterminata fra le due 
costanti, vi soddisfa quale integrale generale; 
e coesistente con altre due determinanti sotto 
delle condizioni date cotesto costanti io fan- 
sione delle variabili , vi soddisfa quale inte* 
graie singolare. Posta questa conoscenza suU 
P essere analitico del sistema dei tre integrali, 
io son passalo a riconoscerne Tessere geome- 
trico. Ciascuno di questi integrali non è che 
la rappresentanza analitica di una certa super* 
ficie curva: quindi la ricerca dei loro rapporti 
geometrici non si riduce in sostaoza ene al 

raragone delle superficie che essi significano, 
I paragone delie superficie non è intanto che 
r oggetto della teoria de* contatti. Dunque sotto 
questo punto di vista prendendo la questione^ 
io venni a propormi il problema di un con* 
tatto di primo ordine tra la superficie deirìoi 
tegrale completo supposto dato con una d« 
equazione Indeterminata; e a condurne la so- 
luzione sulle equazioni condizionali stabilen- 
dola di un contatto sifTatto. Quindi assumendo 
dapprima per T equazione indet^minata Tin^ 
legrale generale e dappoi il singolare, eidalte 
condiiiisiedi a eoi sodo arfifatè. iMpogUeiMlei; 
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MHi' Tenuto in ttitimo risallalo a conchiudernci 
cbe la «ignificazione geomètrtcn di cut b pa* 
rola, presa in tiUla la sua indefinita eslensio-* 
ne, non si riduce che a rappresentare in si- 
stema una famiglia di superficie curve por 
parte dell' integrale completo, una di curve a 
doppia eorvatura per parte dell' integrale ge- 
nerale, rd una di semplici pnnti per parte del 
singolare; e ciò con tale legamento e rapporto 
che la piima classificata sotto la legge della 
equazione condizionante Tuna delle due costanti 
ad una dipendenza indeterminata dall' altra , 
produce colle mutue e continue inlcrsczioni dei 
suoi individui la seconda, e classificata sotto 
la condizione delle due equazioni onde ooteste 
due costanti riescono determinate in funaione 
d*»lle variabili, ne esibisce la terza che la se- 
conda inlerscci ed abbraccia, nel mentre ohe la 
equa7Ìone a difTerenziali parziali a cui osse ap- 
partengono rappresenta il sistema generale di 
onesto loro gruppo di accidenti ed incontri* 

Gr integrali di ohe si tratta potrebbero 
nella generalità delle tdee, appartenere ad nna 
equazione a differenziali parziali di ordine sa- 
periore . Quindi si presenta V idea di passare 
per la completa discussione a quest'altro caso; 
6 di potervisi procedere con maniere siraetri- 
cbe e simili. Ua facendoci più da vicino a con* 
templafe sai fatto la fiuesttone 9 ia cosa non 
riesce cosk Volendosi entrare in un modo sif- 
fatto di ricerca dovranno moontrarsi delle dif. 
Bcollà semprepiii grandi e difficili come l'or- 
dine s'innalza; e cadérsi con un dire sempre- 
più complicato ed astratto in concbiusiooi sem- 
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prrpiù tenebrose ed oscure ; anzi direi piiitOBlo 
neir attuale periodo, trascendenti del tutto. La 
teoria di coleste equazioni dice Lagrange è aa- 
cera imperfettissima. Noi conosciamo sì iocom- 
pletameote T essere .analitico de' diversi inte- 
grali di cai sono capaci , che non saprebbe 
camminarsi alla ricognisione del luogo geo*- 
roelrico di un* equazione siflbtla mercè di essi 
come vi si è camminalo per quelle di primo 
ordine; e che bisogna allra strada seguire da 
.essi indipendente onde potervi riuscire • Così 
ha V illustre Monge proceduto nella sua 
pUcazione delF anaUn alla geometria , oi- 
scutendo la generazione delle superficie a coi 
il presente assunto rapportasi , Cercandone le 
equazioni nel modo onde sono generate o nelle 
loro proprietà , è venuto senza essenzialmente 
dipendere dalla conoscenza di quegP integrali 
a rappresentarne le une reciprocamente nelle 
altre. Jn questo stato di cose dunque non pò* 
fendo oltreprocedersi col preso puntò di yisla 
snir assunta significasione , dopo averne fiitte 
rimarcare così di passaggio le difficoltài sono 
immediatamente venuto ad esempliGcame la di- 
scussione che prodotto ne avea relativamente 
al primo ordine. 

A tale oggetto bo preso a risolvere un 

SroUema simile al generale precedentemente 
iscsSBo: data dissi 1 equazione di on piano e 
la relazione fra i due parametri coellicienti di 
essa , trovarne quella della superficie curva 
che gode con esso la proprietà di un contatto^ 
indeterminato di primo ordine. Qnindi conda* 
oeodoae ki loloiione passo a pMBO deUa fve- 
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cedente generica , yi ho concbiuso che T inte- 
grale generale non stgnIGca nel caso pro- 
posto cTie un siatema di linee rette risaltante 
dalle mutae e continue intersezioni di una se- 
rie di piani significali daiT integrale completo, 
e che il caso non ammollendo integrale sin- 
golare , non comporta che il sistema sempli- 
cemente di due superficie , il quale guardato 
nella sua essenziale costituzione si vette rap- 

Sresentare la cosiddetta superlioie cilindrica a 
irettrice indeterminata. 

La considerazione dello spigolo di regresso 
ha detto il Alonge nella testò citala opera , & 
di una grande importanza nel calcolo integrale 
delle equazioni a differenziali parziali , e per 
questa ragione ei si è dato a studiarlo in lutti 
i casi su i quali è venuto. Intanto io non ne 
avea fatto parola che come signiGcanza dello 
integrale siiiguìare nella considerazione dei 
suoi rapporti colT integrale completo in una 
maniera da esso dipendente direi e subalterna. ^ 
Per dare dunque una nozione sul modo di cer- 
carle direttamente dopo alcune considerazioni 
generali sulla sua teoria, io mi feci' ad appli- 
carie alla solìizione analitica del problema che 
veniva tosto di eonchiudere razionalmente* 
Formando perciò le equazioni concernenti del 
caso , venni rimarcando die il tutto si rldu" 
ceva a parlicolarizzarvi le considerazioni ge- 
nerali prodotte nel secondo volume a riguarda 
della determinazione delie funzioni arbitrarie 
deliè equazioni à differenziali parziali. Veoat 
qnindi ali* effetto di cotesta particolarizzasioQei 
£ p^ maggior chiarezza della discussione ven* 
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ni conchiudenHola col portarla io ultima ésém* ^ . 
plificazione sulla superficie ciiiadrica a direi* » 
trice circolare. 

La significazione geomefrica che si TenifE 

di discutere indirellamentc conducendola come 
un'npplicazione delle teoria de* conlalli , avea, 
periato sulla considerazione delle superficie in- . 
viinppanli • Ma non si era presentalo in que*. 
sia discussione il significato delTìal^rale ge« 
uerale che similoienle al singolare , ne' tuoi 
rapporti col completo e come ad esso legato a 
sunallerno . Questo modo di discussione non 
soddisfaceva in gennrale ali* assunto che par- 
zialmente, in quanto non si versava che sulla 
ricerca de' rapporti geometrici de tre integrali, 
e non mai della loro significazione individuala 
ed assoluta. Or la significazione assoluta ed a se 
indipendente esisteva neiristesso detto modo di- 
discussione a riguardo deir integrale completo; 
e quella a riguardo dell' integrale sin.;olare 
si era data colla ricerca individuale ed «asso- 
luta delio spigolo di regresso. Quindi non re- 
stava a darsene che quella a riguardo deirin« 
tegrale generale. Questo è quello a cui si Tenne, 
immediatamente dopo nel nostro testo. Assa^ 
mendo' Tcquazione analitica che lo rappresenta 
nel suo essere assoluto » e 1* analisi sul fatto 
geometrico conducendone, si è venuto a dar- 
sene la vera costruzione diretta e a se indi- 
pendente ; a riconosqeroe T ioi mediata e sqii 
pieon significazione come anleoedentemente nel* 
le sopeFficje inTÌluppaoii ; e a caratterizzar^ 
quale principio analitico delle superficie disi 
canali ed asse piano principio che potea4<> 



qaesPanè tempre piaob essere una linea aperta 
qualunque, aaa liaea retta, nna linea rien- 
trante e oonlinoa, potrà appartenere in gene- 
rale alle volte canali qualunque ad asse tutto 
in un plano, e in particolare alle volle cilindri- 
che e alle volte annulari. Quindi per portare 
aemprepìii sull'applicazione del faUo la discus« 
aione, si h venuto a risolvervi il problema della 
generazioDè speciale dei canale in cui la su* 
perfide generatrice fosse una sfera col eentrò 
sulPasse di movimento i° di raggio variabile 
ed asse curvilineo , 2^ di raggio costante ed 
asse rettilineo: problema discusso con altre ma* 
niere da Mooge, e dietro a lui dal Bruoacci. 

Il caso de* canali ad asse piano cfie si 
tenlva di considerare non formata il caso ge-- 
nerale di questa famiglia di superficie invilnp* 
panti • Un' altro più frequente ad incontrarsi 
nel fatto delle applicazioni , più complicato e 
generale ve ne ha, che è quello delle superficie 
canali ad asse a doppia curvatura. Di quest'altro 
caso essendo implicito alla medesima anàlisi 
della significazione degl' integrali in questio- 
ne v conveniva per renderne semprépiir com* 
pietà la discussione che se ne fosse parlato 
di proposito. Io dunque sono immediatamente 
venuto sopra di questo altro caso: ne ho fatto 
nella natura analitica della stessa discussa que- 
Mone rimarcare 1' esistenza : la diflerenza dal 
èaso precedcntcmenre contemplato fié ho fatto 
tedere: guidato sempre da oHo stretto e rigo* 
roso ragionamento il principio analitico onde 
si fonda ne ho rilevato : 1 analisi geometri- 
ca in seguitò ne bo condotto: e a concbiuderoe 
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sono arrivalo a sito riguM^ vir Biodo di ge- 
nerazione simeirico a quello del primo caso; 
a concbiudernc dico la generazione del mo- 
vi menti di una superfìcin unica strisciante 
con un punto dato sopra una curva a dop* 
pia curvatura* Son passato di poi ad iilu^ 
strare questa dottrina colla soluzione di un 
problema simile al precedente » quello cioè 
tn cui la soperBcio generatrice è una sfera di 
raggio variaoile, mobile col suo centro sopra 
una direttrice a doppia curvatura ; problema 
cbe il Munge nel suo lavoro originale testé 
citato, e il Urunacci cbe ne ba passo a passo 
seguite le pedate^ non hanno risoluto- cbe con 
delle vedute prese dnir ìslesso fondo speciale 
della questione. E finalmente per portarne la 
soluzione sino ali* ultima conciiiusione la bo 
applicato a Ire qu('stioni assai scabre e rimar- 
chevoli deli' arte di fabbricare che questi illu- 
stri geometri non avevano risoluto cbe eoa 
UQ processo assai diverso; cioè alle tre questio- 
ni aelle colonne torse^ delle scMile a ehtoeoìiH 
la e delle volte lunette. 

La Voltilogia è la teorica la più incom- 
pleta tuttora e intrigata dell'arte di fabbrica- 
re. La classilìca^ioue delle diverse specie di 
volte tanto relativamente alla loro forma quan- 
te alla loro eostituzione; la loro rispettiva ge« 
oerasiooe; la loro misura ; la lora^ stabilm 
sono gr importanti argomenti ondo si oeeupa. 
Le nostre conoscenze a questo, riguardo sono 
ancora assai imperfette e mancanti. Intanto la 
classidcazione e la stabilità^ quella non mirando 

(U propoiilo. ohe i' arcbifa^ura e^tt«9ta kista.- 
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ìfCi, MB formafano un oggetto di compete»- 
le diseiusioae per le nostre lezioni: inoltre sul 

Srincipio di questo slesso volume colla qua* 
ratura dolle superficie e cubatura dei volu- 
mi si erano date le risorse fondamentali, che la 
Toltimelria ritrova negli usi geometrici del 
calcolo sublime ; quindi volendo portarsi gli 
usi di che è parola sulla teorica delle volte», 
non rimaneva che goardarvele dalla banda 
della loro generazione geometrica. Per nien- 
te omettervi dunque e dare insieme un' appli- 
cazione di cotesti usi alle arti, io son venuto 
sopra di essa: e per parlarne definitivamenle e 
a oompimeolo non vi ho preso di mira che 
le volte semplici, le quali ne sono in genere 
le primordiali e le basi: onde riducendole col 
Rondolet a tre classii cioè alla classe delle cU 
iinlricliea quella delle coniche e a quella delle 
sferiche sferoidi e conoidi; e considerando di es- 
sersi già anleriormente trattalo in due diverse 
maniere la generazione di quelle di prima clas- 
se, mi son immediatamente portato' sopra quelle 
delle oltime due classi. Inlanfo questa specie di 
generazione non è che un caso particolare di 
quella di un problema più generale, del mo- 
vimento dico di una superficie qualunque ob- 
bligato a due direttrici a doppia curvatura . 
lo dunque per dare alla questione la maggiore 
ampiezza , son Tenuto risolvendo cotesto pro- 
blema, che quindi ho pirticolarizzato non so* 
'lo a* due propesi! casi , ma ad altri pure 
di rimarchevole oggetto nelT arte di costruire. 
Per sostenere nella discussione T unità di pro- 
cederei io ho legalo questa soluzione all' istes« 
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10 asBonlo argomento della wgaiieawtoM gèfh 
melrìca dei tre integrali in questione non met* 
tendo ÌQ considerazione che le tre equazioni 
fondamentali della dottrina delle superficie in* 
viluppanli che ne erano state percosiddire il 
primo prodotto. Io efiTelto dopo averla portata 
in generale sulla conchiosione , mi soo fililo 
ad applicarla al caso in cui la superficie mo« 
bile e un piano, applicazione che mi ba coa« 
dotto alla generazione di una famiglia di su« 
perficie di un uso assai distinto nell' apparec* 
chio e costruzione delie volte ; alla famiglia 
cioè delle superficie sviluppabili. Qui produ^ 
cendo alcune considerazioni sulla natura di 
questa applicazione^ e sulle proprietà di quo* 
sta specie di generazione che seco conduce 9 
son venuto ad una seconda; quella in cui il 
luogo generatore è una linea retta e che a 
confini più lati si estende, abbracciando oltre 
la detta famiglia delle sviluppabili delle altre 
ancora. Dunque discutendo in genere questo 
caso di applicazione, son venuto a conchiudere 
che per riuscire esso determinato abbisogna 
delle condizioni! date alle t]uali venisse sot- 
tomesso. Il Monge venendo a considerare que* 
sta specie di generazione non ne lia parlato 
che sul fatto delle applicazioni , e non vi ha 
proceduto che sottomettendo da tutto principio 

11 processo alle eondivloni speciali del caso. 
In una maniera più devota e all' ingrande si 

1 i condotta nelle nostro lezioni: si è discussa 
prima in generale la quistione ; si è venuto 
quindi alte concluusioni indeterminate die 

^ ìa .genere essa comportai e fiaat.ueole si S040 



-fóHofitMfe queilé eondiiasfoiii^Mn solo a* tré 

' |Nroblemi da Monge discussi delle scale a 
giorno^ delle porte o finestre centi nate ad cc< 
chio di vacca, delle volfe maestre ^ ma an- 
cora a* due alLri assai notevoli delle superficie 
•viluppabili in geoerale e delie soperficie oo- 
Biche in parlicolare* 

Non reslaYa a compiménto delF assunta 
generazione delle volte semplici che quel- 
la delle sferiche sferoidi e conoidi. Sotto di 
questo nome io non ho richiamalo dapprima 
che le cosiddoUe vohe a cup()la , nelle quali 
Ja superfìcie inlrodosso, quella che ia oaiufa 
della volla caratleriszai non- è che mmmente 
di rivoluzione. Venendo dappoi però di pro- 
potilo alla loro discussione, io le ho preso e 
consideralo in tutta la goneralilà di cui sono 
capaci, e delle quali il caso prima richiamato 
non era che un caso pnrlicolare. Quindi con- 
aideraodo col Uondolel questa classe di super- 
ficie composte di ranghi orizzontali sovraposli 
gli uni agli allrìy son venuto ad indurne e^a 
trattarne la getierazione come proeedente^ dai 
inovimento di nna curva chiusa e simelrica 
intorno al centro, slriscianlc con esso sopra ua 
asse rellilineo, e decresccnle secondo una cer- 
ta legge segnala da curve cl>e iu quest* asse 
ai • incrocicchiano. Qui rimarcando i casi nei 
quali questo genere di movimento generava le 
Ire specie di supesficie in discorso , lìo fissalo 
la discussione su due casi particolari, avente per 
luogo mobile un circolo o una ellisse: e die* 
tro alcune considerazioni che ho condotto sem- 
pre sulle vedute dell' illoslre maestro deU' ac« 
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te d(alo, iO'Son.Teoulo a présoiegliem nAJat* 

10 analilico per lince direttrici del movimento 

11 circolo, r ellisse e la catenaria, come le pi& 
confacenti al soggetto artistico che si dovea di- 
scutere nei suoi rapporti coli* alta geometria. 
Quindi (accodo cosi di passaggio mensiooe dei 

£rincipio ragionato di analisi^ che dappresso «A 
longe si h ordioariameote adottalo per la ge« 
nerazione delle. superficie mercè il movimento 
di linee rette e curve di forma costante o va« 
riabile; generazione già da me considerata 
come applicazione di un problema più cene- 
rate 0 nella, dipendenza della teorica deUesa* 
. perfide iavilo[ipaiiti ; fieureodo dico di questo 
princìpio meosipne^ sop Tepoto a metter fine 
airarffdmeQto in ìltscomoae sugli osi geomé- 
trici delle equazioni a differenziali parziali. Ma 
intanto le dottrine esposte sotto di questo ar- 
gomento essendo assai variate e moIliplici| po« 
.teano farsi vedere disunite al leggitore e senza 
prdioe : onde F utilità presentavasi di richia- 
marle brevemente sottocchio. Quindi pria di 
portarmi sugli U9Ì imimediati dell* jote^raziooe 
celle equazioni a variabili indipendenti, io mi 
son fatto con un sunto rapido e ragionato 
^ a mostrarne quali rami di uu medesimo tron- 
coy della significazione dico dei tre integrali di 
quelle equazioni, F intimo legamepto la. eoa* 
fimìom e T unità della dotlnna. 

11 problema degl' iso{)erimetri.è il sogget« 
> lo fondamentale preso a diacotere in terzo luo* 
,go nelle nostre lezioni» Questo problema fa^ 
. moso non solo per la sua difficoltà ed importan- 
; . Sajjna aucora per la clamorosissima disputa tra 
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i due fralell! Bernoiilli. non è slato convenion- 
lemenle risoluto che dal Lngrange col suo me- 
todo delle variazioni. Si entra in questa risolu- 
zione con una breve introduzione T istoria rac* 
cootandosene.Quindi a mostrarsene 1* oggetto si 
passa a cut mirava nella sua origine, e qriello a 
cui in oggi si estende: Tessere analitico geome- 
trico se ne significa: e il doppio caso in cui può la 
sua soluzione incontrarsi se ne viene consideran" 
do.L* Eulero diede un bel teorema di cui abbiso- 

{;na la completa discussione del soggetto nel- 
o stato attuale di conoscenze. Quindi era co* 
sa naturale e convenevole il premetlerne la di* 
nioslrazrohc: fatlu ciò dunque; io son passato 
immediatamente dopo alla prima parte della 
soluzione, a quella cioè in cui si tratta di as* 
segnare la r( laziouc fra le coordinate di una 
curva tale cbe goda di una qualche proprie* 
' là di massimo o mìnimo: Or la curva cercata 
' può essere o no dotata di qualche altra proprie* 
tà comune a tutte le altre curve Tra le quali 
dee goderne quella del massimo o minimo: il 
primo caso si riduce mercè il predetto teore- 
ma al secondo , e perciò potrà condursenc 
il trattamento ^oUo la condotta di un solo e 
medesimo processo. Per eflettuarlo ho preso a 
" risolvere il caso genuino del problema gene- 
rale proposta in disfida da Giacomo Bernoulli 
ni fratello Giovanni, cioè preso a determinare 
fra tulle le curve del medesimb perimetro quel- 
la che racchiude la massima o minima su* 
pcrficie* Questa soluzione mi ha dato per ri* 
' aultato r equazione del cerchio , quindi sotto* 
' mm al criterio onda ^Uatinguere il maiMio 
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dal minimo, mi lia dato il massimo in esclusio- 
ne del minimo o viceversa secondo che la curva 
rivolta la sua concavità o convessità ali* asse 
delle ascisse; e infine portata sino all'ultiaio sta* 
dio colla deleriuinasiooe delle costaoti arbitra^ 
rie, ha conchiaso lasciando indelernoinato il rag. 
gto del cerchio, e mostrando così T indetenni- 
iiazione del problema proposto. Un problema 
appartenente alla medesima analisi a due coor- 
dinale potea risolversi su i salidi di rivoluzione^ 
cercandosi non fra tuile le curve isoperimelre 
quella della massima o minima area^ ma quel* 
la che rotandosi intorno ad un asse verrebbe 
a generare il solido della massima o minima 
superfìcie, lo ho risoluto con un processo simile 
<juesC altro problema , e ne ho avuto per la 
equazione della curva cercata quella della ca* 
tenaria, la quale dà il massimo cercalo vol- 
tando la concavità ali* asse di rivoluzione e il 
minimo nel caso contrario. Uopo questa eoo- 
cliiusione io son passato alla seconda parte del- 
la soluzione del problema , a quella dico che 
ha per oggetto Id ricerca della relazione fra 
le tre coordinale di una superficie godente di 
una Qualche proprietà di massimo o minimo. 

Le nostre conoscenze a questo riguardo 
sono assai limitate non solo in tutta la gene* 
ralità ma ancora a riguardo del caso specia- 
le che se ne è discusso siooggi , quello ciob 
in cui il massimo o minimo cercalo non lo 
fosse che fra tutte le superficie passanti pel 
perimetro di una medesima curva. L* Eulero 
non ha discusso questo caso che sotto la con* 
"diaiiMia ehe k delle saperficìe abbracciasiefo. 



UDO stesso Yolumei discussione die egli Im pare 
lasciato senza conchiusione. In questo stalo di 
conoscenze non bo fallo io clie dare la solu- 
zione di questo caso del problema consideran* 
-dolo tanto sotto di celesta condizione quanto d|à 
cna indipeodeote. Ma le formolo a. taf uopo 
necesearie non si etano paolo date nella di- 
scussione puramente analitica del tono volome 
come per la prima parie della soluzione : 
dunque ho io incomincialo dal calcolo di que- 
ste formolo che per non estendermi senza 
•bisogno iiella geoeralitài ho 4rÌ9trelto al caso 
;di . tre «Tariabili come 1* assunto domandaya : 
idopo- 8on fenolo :appUQandole alla .aolozipiie 
de' due quesiti del problema , r.nno concer- 
nente le superficie curve, e T allro le solidità 
che inviluppano: e il tulio ho concliiuso con 
un esempio tendente a mostrare T uso delle 
costanti .arbilraric cbe far .vi si .potrebbe. 

Dopo qnesla concbiosione si è passalo al 
qoario proposto argomenfoi ali* uso d^U* inte* 
grazione deHe equazioni a differenze. nelle co* 
se geometriche. Ognuno sa quanto sia rislretto 
r attuale nostro sapere sul calcolo delle diffe- 
renze, massimamente nei suoi rapporti colla 
: {^ometria. liei trattati di calcolo sublime i 

E' il classici eziandio, bo già rimarcato a suo 
ogO| non ée^ne tiene ordinariamènta conto 9 
•.a 86 ne parla così di {Missaggio e mt inci- 
denza. Frattanto per niente omettere di^ cbe 
neir attuale periodo avrebbe potuto contribui- 
re a rendere completa Y istruzione delle lezio- 
.dì, io non bo lasciato di farne parola eoa 
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va. Ui sono dQoqiie portalo ; sulla ^coasMeai- 
sìoiie delle equazioni Dinovariabili , e perciò 
sopra oggcUi di geometria a due dimensioDÌ| 
ove solo poteva venirsi interloquendo con or- 
dine e aggiustatezza: ne lio condotto la breve 
dÌMossione sempre diretta al generale e foQ* 
damenlaUDeole» Jofatti Ih> incomiociaio dalla 
esposisione ragionala dei principj geoeriei oih 
de questo calcofe procede nelle cose geome; 
riclie: la significazione relativamente a quelli 
del calcolo diflerenuale ne ho fatto veaere : 
la specie di continuità die gli è propria vi bo 
rimarcato: V oggetto nella ricerca delle prò* 
prietà ed aflezioni delle curve, e il doppio ma« 
do di procedervi nel rama diretto ed inverso 
ne ho mostrato. Quindi V esposte idee genera- 
li portando sulF ispezione del fatto geomelrico> 
SK)n venuto a raccoglierne che il calcolo di 
cui c parola relativamente alia geometria deU 
le curve piane, non si riduce in sostanza che 
al jproUema. diretto ed invmodeila secante ; il 
primo abbracciando il metodo delle tangenti, 
e il seooodo la signiGcazioae geometrica dello 
integrale sforna; quello presentando Toso delle 
differenze, e questo delle retrodifferenze. Ne 
ho discusso il primo; e V ho applicato al ca* 
so deir ellisse conica e delF ellisse cassiniana. 
8on venuto quindi al iBecooda da un eouazio- 
ne di primo ordine rappresentata a coemcien* 
.te Tariabik^ e 1* integrate .dal precedente vo« 
lame MlioriehianiBtoebe in funsmne vi stara 
dato di una facoltà : la sìgoificazione geome* 
trica di questo integrale bo cercato ; e il po« 

ligono jrttilin^ màio, nna^jcecia. smàiiime «e 
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Ilo Ifovato: il caso ne ho portato sopra quello 

in coi la Funzione facoltà non è che la gant' ' 
ma di Lcgpndre; e queslo slesso sopra un al- 
tro ancor pin speciale ho piegato , nel quale 
il poligono diviene una retla air asse delle 
ascisse parallela : dopo ciò a- comprovare mi 
SOQ fallo questa applicazione con un processo 

Senerale e diretto: cammia facendo m signi-* 
coKione analitico geometrica yt ho mostrato 
delle funzioni arbitrarie completanti gì* inle^ 
rali delle equazioni a dinereoze di primo or* 
ine: e finalmente a metter termine son venu - 
to alla discussione con una insigne applica*» 
zinne del calcolo delle variazioni al problema 
dei poligoni isoperimetri; applicazione che eoa 
un* analisi ra^onata e assai sottile sono a^ri- 
Tato a coochiodervi che fra lutti i poligoni 
del medesimo numero di lati e perimetro il 
regolare iscritto al circolo abbraccia la mas* 
sima area. 

Aeslava per compimento di tutto intero 
T assunto delle lezÌ9ni il quinto ed ultimo uso 
l^metrioo delle equazioni a diflTerenzeHliffereo* 
siali. Ma noi sappiamo quanto grande por sia 
la povertà delle conoscenze in questo genere 
di applicazioni. La teorica delle trajetlorie re* 
ciproche è un pezzo assai marcato fra esse: 
Giovanni Bernoulli e 1* Eulero ne hanno falla 
* la discussione, ma il loro dire tuUochè elegan- 
te ed ingegnoso non ha lasciato di essere in* 
diretto e tale da farvi sentire il bisogno di 
ulteriori e nuovi sviluppi. Quindi dopo avere 
io mostrato nella stessa natura de* rapporti del* 

. r alla analisi colla geometria V indole di qiia^ 
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sìa specie di eqoasioni f ho conchioso la ìé^ 
zionc e r intero cono coir enunciaiione e éU 

mostrazione di due teoremi che le rjguar«- 
dono, c che a vedere le danno nel fatto delle 
applicazioni. 

Un* Appendice promessa fin dall* avverti* 
menlo del primo volume chiude questo quar- 
to volume e tulla V opra. Il suo oggetto non 
era che di riempire le lacune , alle quali la 
legge di brevità prescritta ad un corpo di le* 
zioni dirette al pubblico sembrava obbligarmi. 
Intanto il dire laconico e preciso che mi sono 
sludiato di condurvi , T ordine il più naturale 
e diretto che ho procurato portare nella di* . 
stribnzione od esposizione delle materie; Ieri* 
petizioni delle quali mi sono colla mMgior 
cura gnardato ; T economia infine delle e- 
semplificazioni , tale che senza mancare alla 
iliiislrazione di alcuna teorica fossi venuto e- 
vilandovi qualunque superfluità, ha fatto che 

10 avessi potuto raccorrò nei minimo volume 

11 massimo di dotlrioe, e potuto ristringere la 
proposta Appendice a supplire lascia mancai*' 
za della dimostrazione del teorema di Taylor^ 
fondamentale dell* intera scienza ; del metodo 
generale delle condizioni d* inlcgrabililà ; e 
della conoscenza del metodo infinilesimale. Io 
r ho fallo dunque dividendola in tre opusco- 
ietti diretto ciascuno a contemplare e discutere 
distintamente ciascuna di queste tre teoriche. 

locomtociando dal primo sono entrato ia 
^materia con un fratto istorico sul teorema con* 
cernente; a mostrarne Foggetlo; e a fissarne il 
principio analitico onde £peode* . Qi^ùodi da 
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questo piDCtpto parteodo, e gì! algoritmi seni* 
plici eo elemeolari porlaodo sulla natara al- 
goritmica della questione, 8on yenoto delermi* 

nando la forma primordiale della formola che 
fondamenlalmenle la rappresenla; che per 1* a- 
vanli supposla e non dimostrata avea portalo il 
Wrooski a vedere nella dimoslrazione data del 
teorema da La grange e da quel che Thaniio ae« 
gotto» il Tino di una petizione dì principio;.e ohe 
mtaya ullerkirmente a determinarvi gli espo- 
nenti e i coefficienti. Son passato dunque a que« 
sta determinazione che ho eseguito dapprima a 
riguardo degli esponenti: e venuto dappoi a 
quella dei coefficienti vi lio condotto dalla 
ttiia banda un processo analitico, ohe fra. gU 
altri; vantaggi parani ohe goda quello di rea- 
dere la detemii nazione indipendènte dalla for* 
Bdola del binomio da cui si era finallora fatto 
dipendere. Risolute infine le diOicollà clie si era- 
no prodotte contro la generalità o il rigore 
della dimostrazione del teorema, ho posto ter« 
«line alla discussione» raccoglieadooe l' essere 
F ometto e la sigaificazione» 

l)at8 ima fuoztoae differeoziale di od cer- 
to ordine trovare quali debbano essere le re. 
lazioni fra i suoi eoefficienti onde sia una dif« 
(erenziale esatta: tale è la questione che si im- 
prende a trattare nel secondo opuscolo . Si 
aa che V Eulero Sa il f^imo a discuterla ; 
ma il tuo metodo oen h atato ,efae indiretto , 
eoadueendoto salla eoosidenKrieae de* massimi 
e mitrimi; e le sue oonchiusiooi aoo si ^ten- 
devano che al semplice caso dell' integrabilità di 
ua aoio ordiae» (joadacGoi. cba ò staio il pei* 



* 



mo A darne una soluzione diretta è generale, 
non ha detto a soddisfocaua t eoocniudendo 
tulla proposizione infena tolamante. Lexeli A 
è oondolto dice Lagrange con tanta di com^ 
plicazìone che non 8a^d[>be giudicarsi della 
sua giustezza e generalità . Lagrange poi ne 
ha dato nel suo calcolo delle funzioni una di* 
retta completa e del tutto soddisfacente. In se« 
guiio il Poisson e non ha guari Sarus una 
ciascuno ne ha dato dalia sua parte, proceden* 
do con vedute toddisiaoenti e dirdie. Finaimenta 
il B^trend ha nna memoria prodolio sopra di 
questo argomento nel i8 ir , dandone due soluzio- 
ni; r una in lutto dipendente dal calcolo delle 
variazioni, e T altra sebbene ne sia indipendente 
sembra non presentare V idea di una soluzio* 
ne soddisfacente e diretta. Questi per quanto 
io tic sappia sono i progressi delia questione 
in discussione* Nel nostro testo non si è prò* 
ceduto che secondo le vedute del Lagrange ; 
e una teoria completa e ragionata se ne è da* 
ia. Infatti dopo una breve introduzione si è 
venuto dividendo in due parti la discussione. 
Nella prima si è trattata come una specie di 
preliminare il caso delle funiioni lineari rela^ 
tivamente ad una sola delle variabili e suoi 
coefficienti differenziali: e nella seconda solle 
coochiusioni poggiando della prima , il caso 
generale se ne è discusso delle funzioni di qua** 
lunque ordine e numero di variabili; discus- 
sione colla quale sono arrivato a rappresenta- 
re la serie delle equazioni di coodisione in 
questione sotto 1* espressione di nna sola e me* 
aesima formola gen^ralej dipeodeute dai sim- 
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boli della funzione data, dell'ordine di essa e 
dell* ordine della prirailiva corcata, lia altra 
caso potea darsi per la completa e generale 
éonsiderazione delia questione, quello in cui la 
fooziooe non fosse data esplicitameple ma iin^* 
pUcItamente. Io non ho mancato di trattare, 
uesto allro caso; ed ho concliiuso producrn- 
0 due soli e empj relativi ai due casi, delle 
funzioni esplicite ed implicite, 

11 metodo iofioitesimale è il soggetto del . 
ferzo ad ultimo opuscolo. Sappiamo che il prin*. 
dpio fondamentale onde questo metodo dipeo*. 
de non h che del tutto metafisico* e puramen- 
te razionale. II suo inventore, Loibnizio, lo vide 
però si chiaro e io stimò si evidente che senza 
punto impicciarsi a dimostrarlo lo produsse co-., 
me una specie di assioma. Ma esso confondea- >. 
do nel fallo la nozione di un approssimazione 
col rigore assoluto, venne in seguito atlaccaìlo'. 
e combattuto; ed andò sì innanzi il conflitto chC; 
i geometri più distinti del tempo giudicarono 
cosa utile un qualche altro sosliluirvene che . 
fosse meno metafisico e più dimostralo; donde 
il metodo dei limiti di Alembert; la teoria del^ . 
le funzioni derivate di LagrfLng;eJ Ma piò no 
ostante queslOs principio attesa la sua focilità ' 
e speditezza nel fatto delle applicazioni è tnl* t 
torà r {strumento analitico non solo onde si con* 
ducono le matematiche applicate e le pratiche, ■ 
fila commendato eziandio sino nelle ricercha . 
astratte in cui le dilBcoltà e la compUcazionei , 
dei calcoli si trovano maggiori. Qubdi il bi« 
sogno di conoscerne il meccanismo, epperò di y 
tenerne wotto neiristrasiQnej» A aoddi^ 
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•io iiWoo in •upplemeoto delle lezioni . ovft 
non * seguito per delle ragioni io W^^J, 
doue che .1 principio rigoroS» di LagrSg^ 

ihS^ "J'"* opa«colo di&to5 Ri! 

? ''r^'"' Prweole, l'essere di queVto 
principio lanlo m » stesso quanto in rappor- 
to • calcolo diflTerenziale, l\o portato sK- 
to algonlmico: e considerandolo nella genei 

tSale d- 7' V 

secondo il D Alembert con queUa dì lìmite o 
nel suo e«ere puro e genuino, ne ho coochi " 
^- r«^?* foodamenuUi delli differenziaziS. 
SólLtì «nsipnale per cosi dire dai 

fle conosciuti sembrano pnnto fon risentìni 

dono''" o'P'". ' '"«"to onde d.W 

v»^; '',1?"^ a considerarlo reS- 

ie iS^i arriiirS**" P"»"*™' « contemplar. 
bS S^ l!^- «onchiusione chesem. 
£ iTliS^Jnr,"* '°*'^Sno dell' opinione 
™?''«'a..o«de rendere ragione delia 
fiìS^ risultati s opinione c£ 

rtetaT'all?'"?^ 

oer ànTn^: ' • ^"«oa» àal calcolo che 

toSTw àlt' .''«"•"g^'-ebbonsi se con. ■ 
miS ?il^^' ''P'"'""* P«'» «^ooie il Bru- 

SSn! cos^ aM?" "<^'Ì.Ta"dano. di cui noa , 
naogoa cosi alla cieca fidarsi. Oo* altra ooi- 
wone più SMlenuta e imponente son TiMuto'^^n 
«eguuo «,n«der«odo: qnii dico S!Z7pe!^ 
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azione degli errori. Lagraoge a questo prò- 

rito ha dello che la vera metafisica del calco- 
iofioitesimate consìste ìa ciò che 1* errerò 
della apa falaa im>te«i viene rettificalo e oom- 
lieawto da quello die ne naaoe dai processi 
stessi del calcolo , secondo i quali non si ri- 
tengono nella differenziazione che gF infinitesi- 
mi del medesimo ordine. Ma questa proposizio- 
ne^ egli ha soggiunto, che riesce facile a con- 
tesliusi cpo. dfigU eaempj y sembra difficile di 
poterai dimestrn^ iov generale, li Bruoaceirba 
qpindi dii^nsiQ questa proposinone, ed ha con» 
chiuso annunziandone non ) solo la difficoltt 
come Lagrange di una dimostrazione a priori^ 
ma soggiungendo ancora che per istituirla ne- 
gli slessi casi particolari in maniera che il no- 
stro, apirilo si acconLenti, e quindi rendere rigo- 
. ro^o^il metodo degl' infinitesimi, bisognerebbe 
cÙamiini in soccorsa quegli stessi priucrfij 
cbt hMeffebbera da se mIì alla soluzione dei 
problemi. Il GamoI i Tennio dappoi di pro- 
posito sopra di essa; e si è dato nelle sue Tft- 
flessioni sulla metafisica del calcolo infini^ 
iesimale a dimostrarla in generale. Ma la teo* 
\ ria delia sw.diawfariBiooe oltre di essere, per 
quanto seipbcamti assai intricala astratta ife* 
, Gulativa si. trojra dipendere da una propo^ 
sizion^ fondameolale sn^pssls'e non dimosinri 
ta; e perciò che niente in concreto vicoocbftr- 
de di sodo ^ e che la difficoltà proposta dal 
Lagrange di una dimostrazione generale resti 
tutta ancora annodala e nea nsoTula. la dopo 
avere rìclpiaoiala la profosizioiie^ di Legrange, 
e la disfiussÌ0Be .aaaìitìsa .ol»a ne area fettail 
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Bronacci , soo Temilo fiinadonia salla dimo- 
strazione generale che ha preteso dame il Car- 
net. Ne ho rapportato in ristretto la teoria eoa 
quel ordine e ragione di cui un dire così ia- 
certo e complicato è capace: vi ho fatto senti- 
re il vizio della delia proposizione su della 
quale le conchiusiooi si appoggiano: e son fi- 
nito il debole rimarcando dei suo essere. 

Dopo ciò lasciando di piii trattenermi so- 
pra nn argomento tanto sottile, e di mettere in 
esame le altre prodotte speculazioni onde appog- 
giare la veracità finale del principio, e confiden- 
za indurne e sicurezza ne risultali^ ho conchiu- 
so V opuscolo osservando che la patente di- 
screpanza di un errore senza dubbio comoies* 
so e ne* risultati non rinvenntoi forma di que- 
sto principio un mistero che non si è saputo nb 
si saprà forse mai comprendere; che gli anali- 
sti SI sono neir interpetrarlo divisi, essendovi 
chi vi vede esattezza e V uso senza riserva ne 
vuole, chi ne teme in generale gli effetti e vi 
raccomanda cautela; che la disputa insorta fin 
dal suo nascere resta tuttora indecisai e tnt« 
togiorno sempre più si rinnova; che vano in- 
fine sarebbe aspelfarne una dimostrazione re* 

Scolare e diretta per definirla, e vani saranno 
orse per sempre gli sforzi ad assicurarne quel- 
li uso che da taluni si vuole che non dovreb- 
besi ammettere, e da taluni altri che non do- 
Trebbe abbandonaiii.. 
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